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7 Lineare Algebra

7.1 Vektoren

Viele Beobachtungsgrofien lassen sich alleine durch ihren Betrag bereits vollstdndig beschrei-
ben, wie z.B. Energie, Masse, Ladnge oder Volumen. Diese heiflen skalare Grofien. Im Gegensatz
hierzu haben Gréflen wie Beschleunigung, Geschwindigkeit und Kraft neben einem Betrag im-
mer auch eine Richtung. Sie heiflen vektorielle Groflen und werden dargestellt durch Vektoren
im R"

I
x=| 1! | eR" (7.1)
In
wobei die Eintrage x1, ..., x, reelle Zahlen sind.

7.1.1 Rechnen mit Vektoren

Sofern keine Missverstdndnisse auftreten kénnen, unterscheiden wir nicht zwischen der Spal-
tennotation (7.1) und der platzsparenden Zeilennotation x = (z1,...,x,) von Vektoren. Um
Vektoren in der Notation von Skalaren zu unterscheiden, werden im Skriptum Vektoren stets
fett gedruckt, es ist also x € R™ ein Vektor und = € R ein Skalar.

7.1 Definition

(i) Fir zwei Vektoren x = (z1,...,z,) und y = (y1,...,y,) des R definieren wir die
Summe durch
251 Y1 T+
In Yn Tn + Yn
(ii) Fir einen Vektor x = (x1,...,2,) € R™ und ein Skalar s € R definieren wir die

Multiplikation mit Skalaren durch

I S§-T1
sxX=s5| : | =

T S I
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7 Lineare Algebra

(iii) Wir erkldren —x durch

—zn
und die Differenz x — y zweier Vektoren durch
x—y=x+ (-y).
(iv) Der Nullvektor 0 € R" ist definiert durch

0

Fiir die so definierten Verkniipfungen gelten die folgenden Rechenregeln.
7.2 Satz

Fiir Vektoren x,y,z € R"™ und Skalare s,t € R gilt:

(x+y)+tz=x+(y+2) Assoziativgesetz der Addition;

X+y=y+x Kommutativgesetz der Addition,;

s(tx) = (s t)x Assoziativgesetz der Multiplikation mit Skalaren;
(s+t)x =sx+1tx
s(x+y)=sx+sy Distributivgesetze.

Vektoraddition und -subtraktion und die Multiplikation mit Skalaren lassen sich geometrisch
interpretieren.

T2 T2
2 2
X+y
X
X—-y

11x 11x

y y

) x1 ‘ ‘ Z1
1 2 1 2

Abbildung 7.1: Addition und Subtraktion zweier Vektoren
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7 Lineare Algebra

7.3 Beispiele

()

1 2 1-2 -3
3 21 —-1-1 =312+1| =19
3 4 3—-4 -3

(b) Wirken auf einen Massenpunkt zwei Krifte F und F, so erhélt man die resultierende
Kraft F,.s durch Vektoraddition:

Fres = F + F
7.4 Bemerkung Zwei Darstellungen eines Vektors, die durch Parallelverschiebung ineinander
iiberfithrt werden konnen, repréisentieren den gleichen Vektor. Eine Darstellung eines Vektors,
die ihren Ursprung im Nullpunkt des Koordinatensystems hat, bezeichnet man als Ortsvektor.
Ein Punkt P = (p1,...,pn) € R" ist identisch mit seinem Ortsvektor p = (p1,...,pn).

7.5 Definition

Sei x € R™ ein Vektor, so ist der Betrag von x, geschrieben ||x||, definiert durch

Il == /a2 + 23 + - + 22

7.6 Beispiele

(a) Ist x € R? gegeben durch x = (cos ¢, sin ¢) mit ¢ € [0,27), so ist

|x|| = y/cos? ¢ +sin? p = 1.

x liegt auf dem Einheitskreis im R2.

(b) Ist x € R? gegeben durch x = (7 cos ¢, rsin ), mit ¢ € [0,27) und r € Rx, so ist

x|l = \/7“2 cos? p +12sin?p = r.

x liegt auf dem Kreis mit Radius » und Mittelpunkt (0,0) des R%. Wir nennen (7, )
Polarkoordinaten des Vektors x = (1 cos ¢, 7 sin ¢).

(c) Ist x € R3 gegeben durch
cos @ sin v

x =71 | singsind (7.2)
cosv
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7 Lineare Algebra

mit ¢ € [0,27), ¥ € [0, 7] und r € R, so ist fiir r =1

x| = \/cos2 psin? 9 4 sin? @ sin? ¥ + cos? Y

= \/(cos2 ¢ 4 sin? ) sin? ¥ + cos2 ¥
=1

= 1.

Der Vektor x liegt auf der Kugel mit Radius 1 und Mittelpunkt (0,0,0) des R3. Allge-
mein gilt ||x|| = 7. Das Tripel (r,,9) sind die Kugelkoordinaten des Vektors x € R3.
Es gibt ¢ den Winkel in der xj,z2 - Ebene an (den Léngengrad) und 9 den Winkel,
den der Ortsvektor mit der positiven xs - Achse einschliefit (siche Abb. 7.2). Es gibt
unterschiedliche Moglichkeiten, Kugelkoordinaten zu definieren, der Winkel 1 ldsst sich
beispielsweise anstelle von der z3 - Achse auch von der z1, x5 - Ebene aus messen (der
Aquatorebene).

T3

N

o)
k(p/
1
Abbildung 7.2: Die Kugelkoordinaten

(d) Firt € R und x € R” gilt
[ x| = Je] - [Ix]]-

7.1.2 Winkel und Skalarprodukt
7.7 Definition
Fiir zwei Vektoren x,y € R” definieren wir das Skalarprodukt von x und y durch

L1 Y1
X'y= .

T, Yn

n
:=w1y1+---+$nynzzxz‘yi-
=1
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7 Lineare Algebra

7.8 Bemerkungen

2 vermieden werden.

(a) Fir x-x sollte die Abkiirzung x - x = x
(b) Terme der Form x3 oder x~! sind fiir Vektoren nicht definiert.
(c) Aus dem Skalarprodukt lasst sich der Betrag eines Vektors berechnen:

Ix[1* = x-x.
Fiir das Skalarprodukt gelten die folgenden Rechenregeln.
7.9 Satz: Rechenregeln Skalarprodukt

Seien x,y,z € R™ Vektoren und ¢ € R, dann gilt:

Xy=y-X Kommutativgesetz;
x-(y+z)=xy+x-2z Distributivgesetz;
(tx)-y =t(x-y)
=x-(ty).

Nun soll der Winkel zwischen zwei Vektoren x und y berechnet werden. Hierzu betrachten wir
ein allgemeines Dreieck mit den Seitenléngen a, b, ¢ welches auch mittels der Vektoren x,y, z

dargestellt werden kann, wobei ||x|| = a, ||y|| = b und ||z|| = ||x + y|| = ¢ ist.
T2 T2

Ap Arr

2 a Y b 2+ x Y y
1 1
c Zz=y—Xx
1 | a1
1 2 1 2

Abbildung 7.3: Beschreibung eines Dreicks mittels Seitenldngen oder durch Vektoren

Fir das linke Dreieck Ay gilt der Cosinussatz

c? = a® — 2abcosy + V7, (7.3)

welcher sich mit dem Satz des Pythagoras und der Definition des Cosinus in Abschnitt 3.7
beweisen ldsst. Berechnen wir in dem rechten Dreieck Aj; den Betrag von z, geschrieben ||z]|,
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7 Lineare Algebra

durch

P =ly —x*=(-x(y-x)

=y -y -(yx+(xx
= |lyl* - 2x-y + [Ix|” (7.4)

|

und vergleichen wir (7.4) mit (7.3), so erhalten wir (mit a = ||x|| und b = ||y]||)
—2abcosy = —2x-y

= [ lyll cosy =x-y.

Damit ist
Xy
x/ Iy’

cosy = (7.5)

d.h. der Winkel v € [0, 7] zwischen x und y lasst sich berechnen durch

(erisn)
7 = arccos .
[l [yl

Da —1 < cosvy < 1 gilt, folgt aus (7.5), dass —||x|| |ly|| < x-y < ||x| ||y, ein Ergebnis, das als
Cauchy-Schwarzsche-Ungleichung bekannt ist.

7.10 Satz: Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

Fir x,y € R” gilt

x-yI < Il Iy -
= (e anyn)? < (@ a) (g )
Hieraus folgt die Dreiecksungleichung.
7.11 Satz: Dreiecksungleichung
Fir x,y € R gilt
Ix+yll < lIxll + llyll- (7.7)

Beweis. Wie in (7.4) berechnen wir
e+ y? = [Ix]* + 2%y + ||y ]|
Da nach (7.6) gilt, dass |x-y| < ||x]| - ||ly|l, konnen wir die rechte Seite abschitzen durch

Ixlf* + 2y + [y 1 < [Ix[* + 2]l [y ]| + lly]I?
2
= ([l +llyl)™
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7 Lineare Algebra

Z2

zZ=X+1Yy

T

Abbildung 7.4: Die Dreiecksungleichung

Also folgt ||x + y||2 < (||x[| + [ly])? so dass wir die Wurzel ziehen kénnen und als Ergebnis
erhalten

%+ yll < il + llyll-

O]

7.12 Bemerkung Ist das Skalarprodukt zweier Vektoren x,y € R" gleich Null, x-y = 0, so
ist (7.4) dquivalent zum Satz des Pythagoras

Iz = llx1* + lly1I*

flir z = x + y. Man definiert daher:

7.13 Definition: Orthogonalitit
Zwei Vektoren x,y € R" heiflen orthogonal genau dann, wenn
x-y=0.

Man schreibt dann x 1| y.

7.14 Bemerkungen

(a) Seien x,y € R™ Vektoren und s € R ein Skalar. Dann gilt:

xly = x.Llsy.

(b) Seien x,y € R™ Vektoren mit ||x|| = ||y]|, so gilt die Parallelogrammgleichung

(x+y) (x—y)=0.
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7 Lineare Algebra

7.1.3 Der Korrelationskoeffizient

Es soll festgestellt werden, ob zwischen zwei Merkmalen X und Y ein linearer Zusammenhang
besteht. Hierzu liegen n Messwertpaare (z;,y;), i = 1,...,n, vor. Zunichst standardisieren wir
die Werte durch

LTy )
T; = und Y; = 5
Oy oy
wobei z,y die Mittelwerte und o, 0, die Standardabweichung der z;,y; (i = 1,...,n) sind:
_ 1 1 & \o
x:—zd’cl,ox— fZ(xi—x),
iz s

iy, 0y werden analog definiert. Hierbei bewirkt die Verschiebung der Werte um z,y, dass die

Messwerte der Paare (x;,v;),i = 1,...,n, um den Nullpunkt zentriert werden und die Fakto-
ren é, Ui bewirken Invarianz gegeniiber der Skalierung. Es soll keinen Einfluss haben, ob eine

Grofle beispielsweise in Millimetern oder Metern gemessen wird. Das Produkt eines Wertepaa-
res _ _
Ti— % Yi—Y

O oy

Ti Y =

hat ein positives Vorzeichen, wenn die Messpunkte x;, y; in gleicher Richtung von den Mittel-
werten Z, 3§ abweichen und ein negatives Vorzeichen, wenn die Abweichung in unterschiedlicher
Richtung erfolgt. Dieses deutet auf einen linear wachsenden oder linear fallenden Zusammen-
hang hin. Mitteln wir dieses Produkt iiber alle Wertpaare, so erhalten wir den Korrelationsko-

effizienten r(x,y) :
1 n - - 1 n .%'Z'—f yi—g
o= a3 (70 (U

o =1
\/i fi(mz —x)Q'\/i > (i — §)°
i=1 =1
S (2~ 2)- (3 — 9)
= ——= - (7.8)
\/a(x —7)? z:l(y’ —7)?

Fassen wir nur die zentrierten Messwerte in Datenvektoren x*,y* € R™ zusammen,

x"i=(r1 — T, 20— Z,...,Tp — T)
y* = (?Jl —Y%Y2 =Y, s Yn _g)a
so konnen wir (7.8) schreiben als

X* _y*
r(T,y) = s = cosa, (7.9)
[ lly i
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7 Lineare Algebra

wobei a der Winkel zwischen x* und y* ist. 7(z,y) nimmt also nur Werte aus [—1,+1] an.
Ein Wert nahe +1 oder —1 deutet auf einen linearen Zusammenhang hin, ein Wert nahe 0 auf
keinen linearen Zusammenhang. Trotzdem kann naturlich ein nichtlinearer Zusammenhang
vorliegen. Auch sagt ein Wert nahe +1 nichts iiber einen kausalen Zusammenhang aus.

7.1.4 Lineare Unterrdume des R"

Sind im R™ Vektoren vi,vs,..., vk gegeben und ferner k skalare Koeffizienten sq,..., s € R,
so bezeichnet man den Vektor

V =51V1+ Sava + - + SpVk (7.10)

als Linearkombination der Vektoren vi,va, ..., vi. Geraden und Ebenen des R" die den Koor-
dinatenursprung enthalten, haben die besondere Eigenschaft, dass Linearkombinationen ihrer
Elemente wieder auf dieser Geraden bzw. Ebene liegen. Diese Struktur soll im Folgenden néher
beschrieben werden.

7.15 Definition: Lineare Abhangigkeit

(i) Je k Vektoren des R™, v1,va,..., Vi, von denen keiner der Nullvektor 0 € R™ ist,
heiBen linear abhdngig, wenn es moglich ist, den Nullvektor als Lineakombination
dieser Vektoren darzustellen:

S$1vV1 + Sove + - - + spvi = 0.
Hierbei diirfen die Faktoren sq, ..., sx nicht alle gleich 0 sein.

(ii) Vektoren, die nicht linear abhéngig sind, heiflen linear unabhingig.

7.16 Folgerung (Lineare Unabhéngigkeit)

(a) Zwei Vektoren v,w € R" sind linear unabhéngig, wenn sie nicht die Nullvektoren sind,
v # 0 und w # 0, und wenn
w #£ sv, VseR

gilt.
(b) Je k Vektoren des R™, v1,va, ..., Vy, sind linear unabhingig, wenn die Gleichung
$1V1+ Sava + -+ sV =0

nur die Losung

hat.

7.17 Bemerkungen
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7 Lineare Algebra

(a) Anschaulich bedeutet Folgerung 7.16 (a), dass die beiden Vektoren v, w nicht auf einer
Geraden durch den Koordinatenursprung liegen. Im Falle dreier linear unabhéngiger Vek-
toren im R? bedeutet Folgerung 7.16 (b), dass diese drei Vektoren nicht in einer Ebene
durch den Koordinatenursprung des R? liegen.

(b) Folgerung 7.16 (b) bedeutet, dass sich keiner der Vektoren vq, ..., vk als Linearkombina-
tion der iibrigen Vektoren darstellen ldsst, was im Falle k = 2 gerade Folgerung 7.16 (a)
ist.

(c¢) Im R™ kann es hochstens n linear unabhéngige Vektoren geben. Sind n + 1 verschiedene
Vektoren gegeben, so sind diese stets linear abhangig.

7.18 Definition: Linearer Unterraum

Eine Teilmenge L des R™, . C R", heifit linearer Unterraum des R", wenn sie den
Koordinatenursprung enthélt und wenn Summen und skalare Vielfache ihrer Elemente
wieder in der Teilmenge L liegen:

0
@i)o=|:|eL
0

(i) veLundteR = tvel
(iii) vy welL = v+wel.

Wiederholtes Anwenden von (ii) und (iii) ergibt, dass alle Linearkombinationen (7.10) von
Elementen eines linearen Unterraumes wieder in diesem linearen Unterraum liegen. Lineare
Unterrdume haben offenbar immer unendlich viele Elemente, gesucht ist daher ein Maf3, das
ihre ,,Grofle” beschreibt, mit dem sich beispielsweise eine Gerade von einer Ebene unterscheiden
l&sst. Dieses Mafl bezeichnet man als Dimension.

7.19 Definition: Dimension und Basis eines linearen Unterraumes

(i) Die Dimension eines linearen Unterraumes L des R"™, geschrieben dimL, ist die
kleinste Anzahl k an Vektoren vi,...,vi € L, so dass sich jeder Vektor v € L

darstellen lasst als Linearkombination der vy, ..., vy € L:
vV =351vVy + -+ SgVk (7.11)
mit Koeffizienten s1, ..., s € R. Man sagt, dass die Vektoren vq, ..., vy den linearen

Unterraum L aufspannen.

(ii) Eine Basis eines k-dimensionalen linearen Unterraumes L des R™ sind k& Vektoren
V1,...,Vk € L welche den Unterraum aufspannen.
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7 Lineare Algebra

Die Vektoren vq, ..., vy sind nicht eindeutig bestimmt, aber sie sind immer linear unabhéngig.
Liefe sich ndmlich einer der Vektoren als Linearkombination der restlichen Vektoren darstellen,
so konnte man auch auch alle anderen Vektoren v € IL ohne ihn darstellen, indem man ihn in
Darstellung (7.11) einfach durch diese Linearkombination ersetzt.

7.20 Beispiele

(a) Sei u € R™ fest. Dann ist
G={x]|x=susecR}

eine Gerade durch den Ursprung des R™. (G ist ein linearer Unterraum des R", denn die
drei Bedingungen aus Definition 7.18 sind erfillt:

(i) 0=0u, also ist 0 € G.
(ii) Ist v € G, so ist v = su. Daher ist
tv=1t(su) = (ts)ue G,
da (ts) e R

(iii) Sind v,w € G, so sind v = su und w = tu mit s,t € R. Also ist auch

v+ w=su+tu
=(s+tueaq,

da s+t eR.

Da alle Elemente der Geraden G skalare Vielfache des Vektors u sind, ist G ein eindi-
mensionaler linearer Unterraum des R”, dim G = 1.

(b) Seien vy, vy € R3 linear unabhiingig (siehe Definition 7.16), so ist
E = {X ‘X = 81V1 + 82V2;81,89 € R} (7.12)

eine Ebene durch den Ursprung des R3. E ist ein linearer Unterraum des R3. Aus der
Definition (7.12) von E folgt direkt, dass dim F = 2 gilt.

(c) Sind k linear unabhéngige Vektoren im R™ gegeben, so ist die Menge U ihrer Linearkom-
binationen
U={u|lu=s1vi+...4+8kVk;s1,...,5 € R}

ein linearer Unterraum der Dimension k, dim U = k.
(d) Der R™ ist ein n-dimensionaler linearer Unterraum von sich selbst.

(e) Die Vektoren e; = (}), e2 = (J) sind eine Basis des R?. Ebenso sind die Vektoren
vi = (}), va = (_,) eine Basis des R2.

(f) Wie wir im folgenden Abschnitt sehen werden, sind die Lésungsmengen homogener linea-
rer Gleichungssysteme lineare Unterrdume des R".
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7.2 Lineare Gleichungssysteme

7.2.1 Losungsmengen linearer Gleichungssysteme

Betrachten wir zunéchst eine lineare Gleichung mit 3 Unbekannten:
a1x1 + asxo + azxz = b, (7.13)

mit gegebenen Zahlen a1, as, as,b € R und gesuchten Unbekannten x1, 9, x5 € R. Wenn aq # 0
ist, so lasst sich die Gleichung nach x; auflésen zu
a a b
. UL L (7.14)
a1 a1 a1
wobei x2, 23 € R beliebig gewdhlt werden kénnen. Dann ist (z1, z9, x3) eine Losung zu (7.13),
wenn x1 aus (7.14) errechnet wurde. Bezeichnen wir also mit s := x9 und t := z3 die freien
Parameter, so ist die Losungsmenge L von (7.13)

b
Lb:{(@sagtnt,s,t) | s,t € R}
aq al aq

b
_{(a()vo) +s <_@7170> +t (_013’0’1) ‘ S,tER} (715)
a1 ai

a

=:vo =:vi =:va

={vo+svi+tva]steR}

Die Bezeichnung L; bringt zum Ausdruck, dass die Losungsmenge insbesondere von der soge-
nannten ,rechten Seite“ b abhingt. Man sieht, dass Ly eine Ebene im R3 ist mit dem Stiitz-
vektor vy und den Richtungsvektoren vy und vo. Ist b = 0, so ist vop = 0 und Ly ein linearer
Unterraum des R? mit dim L = 2, der aufgespannt wird von den Vektoren

vy = (—a2,1,0> und vg = (—a?),(), 1) ,
al ai

siehe hierzu Beispiel 7.20 b). Ist b # 0, so ist Ly kein linearer Unterraum und heifit stattdessen
affiner Unterraum, es ist der um den Vektor vo = (%, 0, O) ,verschobene® lineare Unterraum:
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S Ly=Lo+w

T3

Loy

Ist nun ein System von zwei linearen Gleichungen mit drei Unbekannten gegeben

a1121 + a122 + a13x3 = by I (7.16)
a1 + a2 + ax3r3 = by 11,

so haben Gleichung I und II jeweils eine Ebene im R? als Losungsmenge. Gemeinsame Lo-
sungsmenge beider Gleichungen I und IT ist die Schnittmenge dieser Ebenen. Sind die Ebenen
parallel zueinander, so ist die Schnittmenge leer und das System hat keine Lésungen, anderen-
falls ist die Schnittmenge eine Gerade im R3. Gilt by = 0 und by = 0, so ist (21, z2, 23) = (0,0,0)
eine Losung des Systems, die Gerade geht also durch den Ursprung des R?, der Lésungsraum
Lo ist daher nach Beispiel 7.20 a) ein linearer Unterraum des R3.

7.21 Beispiel Wir betrachten das System

r1+x2+23 =1 I
1 — T2+ 2x3 = 2 II.

Subtrahiert man I von II, so erhélt man

Ti+x0+23=1 |
—2x9+x3=1 Ir'.

Wiéhlen wir in IT' ¢ := z3 als freien Parameter, so erhalten wir durch Einsetzen

1—1—175
2775 Ty
T §—§t
1—2 27
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so dass

0
—— N——
=:vo =:v1

={vo+tvyi|teR}

gilt, was offenbar die parametrisierte Darstellung einer Geraden im R? mit Richtungsvektor
vy = (—%, %, 1) ist.

Sind drei Gleichungen mit drei Unbekannten gegegben, so ist die Losungsmenge entweder
leer oder ein Punkt, eine Gerade oder eine Ebene im R3, je nachdem wie die Schnittmenge
der drei Ebenen, welche die Lésungsmengen der drei Gleichungen sind, aussieht. Analoges gilt
natiirlich fiir Gleichungen mit zwei Unbekannten, hier ist die Losungsmenge einer Gleichung
eine Gerade im R?. Bei einem System zweier Gleichungen hingt die Losbarkeit davon ab, ob
die Geraden einen Schnittpunkt besitzen.

7.22 Beispiel Betrachten wir das System

T, + 210 =3 I
3:61 — 2:62 =3 11
welches wir umformen zu
T1+ 229 =3 I

—8zy = —6 IT.

Dann erhalten wir aus IT’ dass zy = %, was wir in I einsetzen kénnen und dann

1 =3—-200=3—-2-- =

33
4 2

erhalten. Das System LII hat also die eindeutige Losung

(>3)
X=\13571>
2°4

wahrend die einzelnen Gleichungen I und II die Geraden

Gy = {<g>+t<_12>|te]R}
1 2
G = {<0>+t<i> | t € R}
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als Losungsmengen haben. Rechnen Sie zur Ubung nach, dass x = (%, %) auf beiden Geraden
liegt und daher deren Schnittpunkt ist.

7.2.2 Das GauBsche Eliminationsverfahren

Das Gauflsche Eliminationsverfahren ist ein systematisches Verfahren zum Losen linearer Glei-
chungssysteme, kurz LGS, das darauf beruht, dass die zwei folgenden elementaren Umformun-
gen die Losungsmenge des LGS nicht &ndern:

(U1) Multiplikation einer Gleichung mit einer Zahl ¢ # 0. Wéhlen wir z.B. in (7.13) ¢ = a%,
so erhalt man

a1r1 + agxe + azrz = b
a9 as b
< x|+ —2o + —x3 = —,
ay ay ay
wobei sich die Losungsmenge der Gleichung offensichtlich nicht &ndert.
(U2) Ersetzen einer Gleichung durch die Summe dieser Gleichung und einer anderen Gleichung
des LGS.

Liegt ein System von m Gleichungen mit n Unbekannten vor (m < n), so kann durch sukzes-
sives Anwenden der Regeln (U1) und (U2) das LGS

a1121+ a1oxa+ -+ apr, = by
a91x1+ agexo+ -+ + aopx, = by
(LGS)
Am1T1+amaT2+ -+ + GmpTy = bm
in ein LGS in Stufenform
a1121 oot - - FAimTmt -+ ATy = by
d22$2+ s +6~12m$m+ SRR S &2nxn - 62
(LGS")

umgeformt werden, welches die gleiche Losungsmenge hat wie (LGS). Sind alle Koeffizienten

a11,a922, - -, mm # 0, so ldsst sich das System beginnend mit der letzten durch Einsetzen
16sen, wobei fiir den Fall m < n fiir die Unbekannten 41, ..., %, frei wihlbare Parameter
S1,...,Snh—m eingesetzt werden. Die Unbekannte x,, erhdlt man aus
1
Tm = (bm — Amm+1S1 — = — amnsn—m)‘
Umm
Nun kénnen x,,, s1, ..., Sh—m eingesetzt werden, um x,,_1 zu berechnen, bis schliefflich alle
Z1,...,T, in Abhéngigkeit der freien Parameter si,..., S, ., berechnet sind. Die Losungs-

menge von (LGS’) kénnen wir daher darstellen als

L={vo+s1vi+...+S—m Va—m | S15---,5n—m € R}.
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Vergleiche hierzu auch (7.15). Ist m = n, so besitzt das System (LGS’) eine eindeutige Losung,

welche man durch "Riickwértseinsetzen" erhélt, sofern a1 # 0, ..., @nn # 0.
Ist einer der Koeffizienten a1, ..., a, in (LGS’) gleich Null, so gibt es entweder keine Losung
oder einen zusédtzlich freien Parameter. Betrachten wir hierzu als Beispiel das folgenden System,

in welchem zunéchst der Koeffizient ag4 und der Wert fiir b3 variabel seien:

3ry +we +wz g =1 (-2
3r1 +2x9 +2x3 +x4 =2 | -(—1) 1+ (7.17)
6x1 +3x2 +3x3 +assxry = bs +

Mittels der elementaren Umformungen U1l und U2 bringen wir (7.17) auf Diagonalgestalt:

3r1 +x2 +x3 +x4 = 1
— T2 43 = 1 (-1
xe +wxs +(asq —2)xy = by —2 3-&-
3r1 +xy 3 “+x4 = 1
< To  +X3 = 1 (7.18)

+(a34 — 2)1’4 = b3—3
In (7.18) ist nun agg = 0, asy = asq — 2 und bs = by — 3. Wir unterscheiden nun die Fille

C~L34 =0 und 634 7& 0:

1.Fall agq # 0 (d.h.ags # 2): Es ist x4 = ;’;4__32 und in der 2. Gleichung kann fiir z3 (oder z2)

ein freier Parameter gewéhlt werden. (7.18) hat einen 1-dimensionalen Losungsraum.
2.Fall ag4 = 0 (d.h.ass = 2): Nun kommt es auf die rechte Seite der 3. Gleichung in (7.18) an :
(i) Ist b3 — 3 # 0, so hat die 3.Gleichung in (7.18)
0-24 =03 —3
keine Losung, also hat das LGS (7.18) keine Losung. Es ist L = ()
(ii) Ist b3 —3 =0, so ist

0'1’4:0

richtig fir alle 4 € R. Ferner kann z3 (oder z2) in der 2. Gleichung von (7.18) frei
gewahlt werden. Das System hat also einen 2-dimensionalen Lésungsraum:

Mit bs = 3 und agq = 2 wird (7.18) zu

3r1+xot+ a3ty =1
To+ T3 =1 (7.19)
O-x4 =0.
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Setzen wir x4 = s9 und x3 = s1, so erhalten wir

.7}2:1—81

1(1 ) 1
rl = = — X9 — X3 — Xyg) = ——=82.
1 3 2 3 4 32

Die Losungsmenge von (7.19) ist also

g
1_
L= x€R4|x: 581 ,mit s1,82 € R
1
52
1
0 0 .
1 —1
_ 4 _ .
=<(xeR*|x= 0 + 81 1 + 89 0 ,mit 51,50 € R 3,
0 0 1

es ist dim L = 2.

7.3 Matrizen

7.3.1 Einfiihrung

Mit Hilfe von Matrizen lassen sich lineare Gleichungssysteme in einer kompakten, tibersicht-
licheren Schreibweise angeben. Sei ein LGS gegeben durch zwei Gleichungen mit drei Unbe-
kannten,

a1171 + a12x2 + a13r3 = by

a2121 + a2 + azzxrs = ba,

dann lasst sich dieses abkiirzend schreiben durch

an aip az) [ b1
xI9 = (7.20)
a1 a2 Q23 by
3 ——
A — b

X

Das mit dem Grofibuchstaben A bezeichnete Zahlenschema heifit Matrix. In einer Matrix
werden die Eintrédge doppelt indiziert, a;;, wobei der erste Index fiir die Zeile und der zweite
fiir die Spalte steht (,,Zeilen zuerst, Spalten spéter®). Die Multiplikation einer Matrix mit einem
Vektor, Ax, ist definiert durch die Skalarprodukte aus den Zeilen von A mit dem Vektor x:

X
(an ai2 a13> :c; — <a11x1 + aj2x2 + CL13CE‘3> (7.21)

a1 a2 a23 3 a21%1 + a22T2 + a23x3
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Diese Multiplikation ist offensichtlich nur dann moglich, wenn der Vektor genau so viele Kom-
ponenten hat wie die Matrix Spalten besitzt. Eine Matrix A mit m Zeilen und n Spalten,

aii a2 A1n

a21 a2 a2n
A= . )

aml Am2 - Gmnp

heifit (m x n)-Matrix und der Raum aller (m x n)-Matrizen wird notiert durch R"™*". Ei-
ne Matrix repréasentiert nicht nur wie oben beschrieben ein lineares Gleichungssystem. Durch
Multiplikation mit einer (m x n)-Matrix wird ein Vektor x € R™ auf einen Vektor b € R™ abge-
bildet (siehe Gleichung (7.20)). Die hierdurch definierte Zuordnung ist eine lineare Abbildung
(siche Definition 3.5) und wird notiert durch

A:R"—R™
(7.22)
x +— Ax =b.
7.23 Beispiele
(a) Zur Demonstration der in (7.21) erklarten Multiplikation berechnen wir
1 3 7 0 ; 1-1+3-2+7-1+0-3 14
2 -3 4 1 1| = 2:14+(-3)-2+4-14+1-3| =13
0 2 -1 4 3 0-1+2-24(-1)-1+4-3 15
(b) Die Matrix D, € R?*2
D, = (‘;?;90 oo 90) (7.23)
@ cosp

dreht einen Vektor x € R? um den Winkel ¢ gegen den Uhrzeigersinn. Sei beispielsweise

0 1 .
X = <1> und y = <0> , SO ist
Dyx = <09s<p — sin <p> (0) _ ( sin go)
sinep  cosp 1 Cos
_[cosp —singp) (0 [cosep
Doy = (sing@ cos > (1) N (sincp) ’

was der Drehung um den Winkel ¢ gegen den Uhrzeigersinn entspricht, wie in Abbildung
(7.5) verdeutlicht ist.

und
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Abbildung 7.5: Drehung von x = ((1]) und y = (é) um den Winkel ¢ gegen den Uhrzeigersinn

(c) Die Matrix T € R?*?2

streckt einen Vektor x € R2 um den Faktor t:

ot 0\ (1) [(tax)

d) Spezielle Matrizen: Im R™*" wird mit
(d) Sp

1 0
I, = 0 1 7
0 -+ - 1

die Matrix bezeichnet, deren Elemente auf der Diagonalen gleich 1, a;; = 1, und sonst
gleich 0 sind, d.h.a;; = 0 fiir 7 # j. Es gilt

IL,v=v

Vv € R. I,, (oder auch I) heifit Einheitsmatriz im R™*"™. Mit 0 € R™*" wird die Null-
matrix bezeichnet, deren Elemente alle 0 sind, a;; =0 firi=1,...,mund j =1,...,n.

4= (c )

bildet die Einheitsvektoren e; = (é) und ey = <(1)

Y06 = wr (900
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Daher wird das Einheitsquadrat, welches von den Vektoren e; und ez aufgespannt wird,
unter A abgebildet auf das Parallelogramm, welches aufgespannt wird von den Vektoren

) = (2)

R R
2 I A ‘
1 AL ary 3
ct-F-r-----—2 |
R | . ' R
1 2 b a a+b

Abbildung 7.6: Verzerrung des Einheitsquadrates durch die Matrix A

7.3.2 Rechnen mit Matrizen
7.24 Definition

Seien A, B € R™*™ zwei Matrizen mit den Elementen A = (a;;) und B = (b;;) und sei
weiter ¢ € R. Summe und Differenz der Matrizen A und B werden durch Addition und
Subtraktion der Elemente der Matrizen erkléart:

A+ B = (aij + bij)
A—-B= (aij - bl])

Multiplikation einer Matrix mit einem Skalar ¢ € R erfolgt durch Mutliplikation der
Matrixelemente mit ¢:

tA= (t aij).
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2 01 301
7.25 Beispiel Sei A=|1 0 2|,B=13 2 1| undt =3, dann erhalten wir
3 3 3 1 2 3
2+3 040 1+1 5 0 2
A+B=|1+3 042 24+1| =14 2 3|,
341 342 3+3 4 5 6
2—-3 0-0 1-1 -1 0 0
A-B=|1-3 0-2 2—-1|=|-2 -2 1],
3—-1 3-2 3-3 2 1 0
3-2 3-0 3-1 6 0 3
3A=13-1 3:-0 3-2 =13 0 6
3-3 3-3 3-3 9 9 9

Die Multiplikation zweier Matrizen kann nicht auf die gleiche Weise intuitiv und erklért wer-
den wie die Addition. Um zu einer sinnvollen Definition zu gelangen, stellen wir die folgende
Uberlegung an: Soll ein Vektor x € R? erst um den Winkel ¢ gedreht und dann um den Faktor
t gestreckt werden, so muss zunédchst D, x berechnet und dann auf das Ergebnis die Matrix
T (siehe Beispiel 7.23 b) und c¢)) angewendet werden. Daher soll die Multiplikation zweier
Matrizen so definiert werden, dass es egal ist, ob ein Vektor mit dem Produkt der Matrizen
multipliziert wird oder nacheinander mit den einzelnen Ma trizen. Es soll fiir jeden Vektor x

(TDy)x =T (Dyx)
und allgemein
(AB)x = A(Bx) (7.24)

gelten. Dieses ist nicht der Fall, wenn, analog zur Addition, einfach die Elemente der Matrizen
multipliziert werden. Damit (7.24) gilt, wird AB = C erklart durch Skalarmultiplikation der
Zeilen von A mit den Spalten von B:

cij = (i-te Zeile von A) - (j-te Spalte von B).

/]\
Skalarprodukt

Hierzu muss die Zeile von A genau so “lang” sein wie die Spalte von B. Die Multiplikation
zweier Matrizen ist daher nur dann definiert, wenn die Spaltenzahl n der ersten Matrix gleich

der Zeilenzahl m der zweiten Matrix ist.

7.26 Definition: Multiplikation von Matrizen

Seien A, B € R"*™, dann ist das Produkt A B =: C € R™*" erklart durch

n
C = (Cij) mit Cij = Z aikbkj
k=1
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fir allei = 1,...,m und j = 1,...,p. Das Matrixelement c;; ist das Skalarprodukt der
i-ten Zeile von A mit der j-ten Spalte von B:

all e aln Cll ... o .. e Cln
: : b1 - s bip : :
: : b1 - o bon . . .
an1 -+ Onn Cnl Cnn

7.27 Beispiel Die Matrizen

1 2 1 1 2 -2
A=|-1 0 3 und B=1|2 1 5
4 -3 2 31 0

sollen multipliziert werden. Zur einfacheren Darstellung verwenden wir das sogenannte Falk-
Schema, in welchem stets die links des zu berechnenden Elements stehende Zeile mit der
dariiberstehenden Spalte skalar multipliziert wird:

1 2 -2
B2 1 5
A 3 1 0
1 2 1|8 5 8
-1 0 8 1 2
4 -3 2|4 7 -23
Es ist also
8 5 8
AB=18 1 2
4 7 =23

Hier wurde der zweite Eintrag n der ersten Spalte beispielweise berechnet durch

1-242-14+1-1=5.

7.28 Satz

Fiir die so definierten Verkniipfungen gelten die folgenden Rechenregeln:
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(i) Seien A, B € R™*" x,;y € R" und s,t € R. Dann gilt

A+B=B+ A
S(tA) = (s t)A
A+ (B+C)=(A+B)+C
(s+t)A=sA+tA
s(A+ B)=sA+sB
(A+ B)x = Ax + Bx
Ax+y) = Ax + Ay.

(ii) Seien A, B,C € R™™ und x € R". Dann gilt:

(AB)x = A(Bx)
(AB)C = A(BC)
AB+C)=AB+ AC
(A+B)C = AC + BC

Al =1, A=A

I,x = x.

Ein Kommutativgesetz gilt fiir die Multiplikation vomn Matrizen nicht, i. Allg. ist
AB+# BA,

siehe hierzu auch das folgende Beispiel.

7.29 Beispiele

(a) Die Multiplikation von Matrizen ist nicht kommutativ. Fiir

1 2 3 2
A= <3 0) und B = <0 1)
3 4 9 6
AB = <9 6) aber BA = <3 O) .

(b) Gilt fiir zwei Matrizen A, B, dass AB = 0 ist, so kann hieraus nicht A = 0 oder B = 0

ist

gefolgert werden. Sei beispielsweise A = (; g) und B = < 21 41>, dann gilt AB =0
-1 -

(Hinweis: Es ist BA # 0). In den reellen Zahlen wird diese Schlussfolgerung beispielsweise
beim Losen quadratischer Gleichungen angewendet, wenn aus (z —a)(z —b) = 0 gefolgert
wird, dass x = a oder x = b gelten muss.
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7.30 Satz

Die durch eine Matrix A € R™*" nach (7.22) definierte Abbildung

A R* 5 R™
x — Ax

ist linear.

Beweis. Es muss nach Definition 3.5 iiberpriift werden, dass A(x+y) = Ax+ Ay und A(tx) =
tAx) fiir alle x,y € R™ und ¢ € R gilt. Dieses folgt aber direkt aus Satz 7.28 1). O

7.3.3 Die Determinante einer Matrix
7.31 Definition
Gibt es zu einer quadratischen Matrix A € R™ " eine Matrix A~! € R"*" so dass
AA ' =A"TA=1,

gilt, so heilt A~! die zu A inverse Matriz.

7.32 Bemerkung Ist zu einer Matrix A € R™ " die inverse Matrix A~! € R™*" bekannt, so
kann das LGS

Ax=Db (7.25)
fiir beliebige rechte Seiten b € R™ gelost werden durch
x:=A"'b. (7.26)
Denn setzen wir (7.26) in (7.25) ein, erhalten wir
Ax = A(A7b) = (AA Hb =b.

Diese Losung von (7.25) ist eindeutig, was man erkennt, wenn man annimmt, dass es eine
weitere Losung y von (7.25) gibe. Dann wire Ay = b und wenn wir diese Gleichung mit A~*
multiplizieren, erhalten wir
A Y Ay)=A"'p
— (A7'A)y=A"1pb
I

— y=A"1b

d.h. y ist die bereits bekannte Losung aus (7.26).
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Die zu A inverse Matrix A~ kann mit dem an einem Beispiel dargstellten folgenden Verfah-
ren berechnet werden. Wir notieren die gegebene Matrix A in einem um die Einheitsmatrix
erweiterten Zahlenschema, d. h. es werden

1 01 1 00
A=12 1 0 und I3=]10 1 0
0 2 1 0 0 1
zusammengefasst zu
101 | 100
210 ] 01 0f. (7.27)
021 1] 001

Nun wird die Matrix A mit Umformungen wie im Gauflschen Eliminationsverfahren zur Ein-
heitsmatrix I3 umgeformt und gleichzeitig werden alle Schritte dieser Umformungen ebenfalls
an der rechten Seite in (7.27) vorgenommen:

101] 100 - (~2)
21oyo1oj+
021001

10 1 | 1 00

~10 1 -2 ] =2 10 (-2)
021|001]+
10 1 | 0 0
Wo12210)

00 5 | 4 —21/ |-}
10 1 | 1 0 0 +
Wo1—2|—21oj+
oo 1 | % -2 1 (@ (-
too | o2
~lotog g3
R

Auf der rechten Seite steht nun die inverse Matrix A~ 1:

1 2 1 —

A—l 52 ? 25 _1 12 ? !
N

Sl Pl e
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Die Inverse einer (2 x 2)-Matrix ldsst sich berechnen durch folgende Formel:

Sei A := (Z b) € R?*2, dann ist

d
1 d —b
-1 _
A ad_b0<_c a). (7.28)

Die Richtigkeit von (7.28) priift man durch Nachrechnen von AA™! = I, und A=A = I, nach.
Offenbar ist die Inverse (7.28) zu einer (2 x 2)—Matrix genau dann definiert, wenn ad — be # 0
ist. Dieser Term heifit Determinante von A:

7.33 Definition: Determinante

Sei A € R2%2 mit A = (Z Z) Dann wird durch

det(A) = ad — be

ailr a2 a3
die Determinante von A definiert. Fiir eine (3 x 3)—Matrix A = | a1 ag a3 | ist die
a3y as2 ass3
Determinante definiert durch die Sarrus-Regel: Man schreibt die ersten beiden Spalten
nochmals rechts neben die Matrix A

a11 a2 aiz | ail a2
a1 Q22 a3 | a1 A2
a31 a32 ag3 | asr asz

addiert die Produkte der Elemente auf den ersten 3 \-Diagonalen und subtrahiert die
Produkte der Elemente auf den ,"-Diagonalen:

det(A) = a11a22a33 + a12a23a31 + A13a21a32 — 31022013 — (32023011 — (33021012
Wichtig: Die obige Sarrus-Regel zur Berechnung der Determinante gilt nicht allgemein fiir
(nxn)—Matrizen. Fiir (4x4) und groflere Matrizen ist die Determinante auch definiert, es steht

uns aber keine allgemeine Formel zur Verfiigung um diese zu berechnen. Wie aus der Formel
fir die inverse Matrix (7.28) einer (2 x 2)—Matrix folgt, so gilt jedoch allgemein:

7.34 Satz
Eine Matrix A ist genau dann invertierbar, wenn det(A) # 0.
7.35 Beispiel Wie im Beispiel zur Drehmatrix (7.23) gesehen, beschreibt D, die Drehung

eines Vektors x € R? um den Winkel ¢. Berechnen wir nun die inverse Matrix zu D, so
erwarten wir natiirlich, dass D, b= D_, ist, d.h. die Drehung um den Winkel —¢. Nach
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7 Lineare Algebra

Formel (7.28) ist

p-1— 1 cosp  sing
¥ cospcosp —sinp(—sing) \—sing cosy

=1

() (cos(—go) - sin(—@))
sin(—¢)  cos(—y)
=D,

wobei wir in (x) die Symmetrieeigenschaften der Cosinus- und Sinus-Funktion verwendet haben:
cos(—p) = cos(p) und sin(—¢) = —sin ¢.

Fassen wir nun unsere Ergebnisse iiber die Losbarkeit linearer Gleichungssysteme in der Matrix-
Notation zusammen, so erhalten wir die folgenden Aussagen:

7.36 Satz: Losungsmengen linearer Gleichungssysteme

(i) Sei A € R™ "™ und seien vi,..., vk € R” Losungen des homogenen LGS
Ax = 0. (7.29)
Dann sind auch alle Linearkombinationen
V=AV]+ -+ VK (7.30)
Loésungen von (7.29).
(ii) Sei w* € R" eine Losung des inhomogenen LGS
Ax=b (7.31)
mit einem b € R™. Ist nun v eine Losung des homogenen LGS (7.29), so ist jedes
w=w"'+v

eine Losung von (7.31). Ferner ist jede Losung des inhomogenen Systems (7.31)
darstellbar als Summe der speziellen Losung w* von (7.31) und einer Losung v des
homogenen Systems (7.29).

(iii) Das inhomogene System (7.31) ist genau dann eindeutig 16sbar, wenn das homogene
System nur den Nullvektor 0 € R™ als Losung hat.

(iv) Ist A € R™™"™ quadratisch, so ist das LGS (7.31) genau dann eindeutig lésbar, wenn
A invertierbar ist. Die Losung w von (7.31) ist dann gegeben durch

w=A"'b.
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7.3.4 Eigenwerte und Eigenvektoren

Sei A € R™™ eine quadratische Matrix und x € R™ nicht der Nullvektor, x # 0. Interessiert
man sich fiir die Folge
x, Ax, A%x, A3x, ...,

so ist viel Rechenaufwand notwendig, um die Vektoren vom Typ A*x fiir k € N zu berechnen.
Zudem ist es ist schwierig zu erkennen, ob diese (fiir £ — o0o) konvergieren. Wird ein Vektor x
bei Multiplikation mit A jedoch auf ein skalares Vielfaches von sich selbst abgebildet, d. h. gilt

Ax = Ax
fiir ein A\ € R, so ist A?x = A(Ax) = A(Ax) = A\(Ax) = A?x und entsprechend
AFx = M\x

fir alle k € N. Je nachdem ob |A| > 1, |A| < 1 oder |A\| =1 ist, konnen wir nun Aussagen iiber
das asymptotische Verhalten machen;

oo fiir [A] >1

1A% = [A*[llx]| — )
0 fir A\ <1

und

(—Dkx fiir A = —1
7.37 Definition: Eigenwerte/Eigenvektoren

Ist A € R"™™ so heifit ein Vektor x € R", x # 0, Figenvektor der Matrix A zum
Eigenwert A € R, wenn

Ax = Ix (7.32)
gilt.
7.38 Beispiele
(a) Sei D € R™*"™ eine Diagonalmatrix:
di 0 0
Do 0 do 0
0 0 dp,
Dann sind die Diagonalelemente dj, ..., d, Eigenwerte von D mit zugehorigen Eigenvek-
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1 0 0
1
0 :
torene; = | . | ,ea = 0 yeee,€p = O
0 0 1

Dek:dkek fiirkzl,...,n.

(b) Die Scherungsmatrix im R? (s. Ubungsaufgabe Blatt 4) lisst die Vektoren unveriindert,

die auf der x1—Achse liegen:
1 a 1\ [T
0 1 0/ \o

:):1> sind Eigenvektoren zum Eigenwert A = 1.

d. h. alle Vektoren vom Typ ( 0

7.39 Bemerkungen

(a) Den Nullvektor 0 € R™ in Definition 7.37 als moglichen Eigenvektor zuzulassen macht
keinen Sinn, da der Nullvektor Gleichung (7.32) trivialerweise immer erfiillt.

(b) Ist x Eigenvektor von A zum Eigenwert A, so ist ¢x fiir jedes ¢ € R\ {0} ebenfalls
Eigenvektor von A zum Eigenwert A:

A(tx) = tAx = thr = A\(tx).

(c) Eigenvektoren vi,ve einer Matrix A zu verschiedenen Eigenwerten A1, Ay sind linear
unabhéngig.

Bisher ist unklar, wie Eigenwerte und Eigenvektoren einer gegebenen Matrix berechnet werden
koénnen. Entscheidendes Hilfsmittel hierfiir ist der folgenden Satz.

7.40 Satz: Berechnung von Eigenwerten

Sei A € R™*™ Es ist A € R genau dann Eigenwert von A, wenn

det(A — A,) = 0. (7.33)

Beweis. Ein \ € R ist Eigenwert von A, wenn Ax = A\x gilt, was dquivalent ist zu
(A= M\,)x =0, (7.34)

d. h. X ist genau dann Eigenwert von A, wenn das homogene LGS (7.34) eine Losung x #
0 besitzt. Dieses ist nach Satz 7.36 genau dann der Fall, wenn die Matrix (A — AI,,) nicht
invertierbar ist, d.h. wenn

det(A—AI,,) =0
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7 Lineare Algebra
gilt. Denn sonst wire x = (A — AI,)~'0 = 0 die einzige Losung von (7.34). O
7.41 Beispiele
Z eine (2 x 2)-Matrix, so ist A € R Eigenwert von A genau dann, wenn
(A — A3) keine Inverse Matrix besitzt. Dies ist nach (7.33) genau dann der Fall, wenn

(a) Sei A = (CCL

det(A — AI3) =0,

() 9)-
= det(a;)\ df/\>—0
= (a—A)(d—A) —bc=0.

d.h.

Die Eigenwerte A von A sind also genau die Nullstellen der quadratischen Gleichung
M — (a+d)\ +ad — be = 0. (7.35)
Damit hat A hochstens 2 Eigenwerte
Ao = %(a +d)+ % (a—d)? + dbe. (7.36)

Die zugehérigen Eigenvektoren vy und va sind dann nach Gleichung (7.33) Losungen des

LGS

(A - )\Z‘IQ)Vi = 0, 1= 1, 2. (737)
(b) Aus Beispiel a) folgt: Die Matrix
hat die Eigenwerte A\ = a und A9 = d.

7.42 Definition: charakteristisches Polynom einer Matrix

Zu einer Matrix A € R™ " heifit
p(A) = det(A — A1)

das charakteristische Polynom von A.

7.43 Folgerungen Wie wir in (7.35) sehen, ist das charakteristische Polynom p()) einer

150
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(2 x 2)—Matrix vom Grad 2 in A. Allgemein ist das charakteristische Polynom einer
(n x n)—Matrix vom Grad n in A, daher hat eine (n x n)—Matrix hochstens n Eigenwerte, da
p(A) hochstens n Nullstellen hat.

7.44 Beispiele

1 2) bestimmt werden. Hierzu

(a) Es sollen die Eigenwerte und Eigenvektoren von A = (2 1

berechnen wir

det(A — )\12) =0

11— 2
= det( 5 1_)\>—0
— (1-X2-4=0
— M =3 Ay = —1.

Um die Eigenvektoren zu diesen Eigenwerten zu berechnen, muss das Gleichungssystem
(7.37) mit A1, Ao gelost werden. Fiir Ay = 3 muss gelten

1 2) (1 0\ (a) _ (0
2 1 0 1 zo]  \O
— 1-3 2 I . 0
2 1—-3) \z2/) \O
— —2x1 4+ 229 . 0
2x1 —2x9 | \O)°
Wir erhalten 2 Gleichungen fiir 1 und z,

—2x1+2x9=0 und 2x1 —2x9 =0,

welche fiir z1 = 9 beide erfiillt sind. Der Eigenvektor v zu Ay = 3 ist also v = G) , oder

1

(3= ) () -
S} [OR
- G- ()

Wir erhalten zweimal die gleiche Gleichungen fiir z1 und x9, 221 4+ 225 = 0, welche fiir

1
in parametrisierter Form v = ¢ ( > mit ¢ € R. Fiir Ay = —1 muss gelten

x1 = —xo erfillt ist. Der Eigenvektor w zu Ao = —1 ist daher w = , oder in

1
-1
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. 1 .
parametrisierter Form w =¢ | ~ 1 fir t € R.

b
(b) Man sieht, dass die Eigenwerte einer symmetrischen Matrix A = (a a) stets gegeben

b
sind durch
AM=a+b und Xy =a-—0b,

wenn man sich das charakteristische Polynom
p(N) = (a—A)* = b

notiert und davon iiberzeugt, dass A1, A2 dessen Nullstellen sind. Die zugehorigen Eigen-
vektoren zu diesen Eigenwerten sind

= (1) ma e (1),

7.4 Das Leslie-Modell
7.4.1 Das Modell

Die Altersstruktur einer Population werde in gleich langen, diskreten Zeitabschnitten beob-
achtet. Zu einem Zeitpunkt seien in n gleich grofien Altersklassen x1,...,z, Individuen. Die
Population wird also beschrieben durch den Vektor x = (x1, ..., z,). Sei nun a; die Reproduk-
tionsrate der i-ten Altersklasse pro Zeiteinheit, so ergibt sich nach einer Beobachtungsperiode
fiir die neue jlingste Altersklasse yi:

Y1 = a1x1 + agxo + - - + aply.
Bezeichnet p; die Uberlebensrate der Individuen in der i-ten Altersklasse, so ist

Yi = Pi—1Ti—1

fir i = 2,...,n und es ist p, = 0. Die Altersstruktur y errechnet sich demnach aus x durch
ai as ... Gy 1
p1 O T2
y=|0 p2 x3
Pn-1 O In
= Lx.

Die Matrix L heifit Leslie-Matrix der Population. Betrachten wir nun die Population iiber
mehrere Zeitabschnitte hinweg und bezeichnen wir die Altersstruktur zum Zeitpunkt ¢ mit x¢,
so erhalten wir nach einem Startwert x¢ die Entwicklung

Xg — LXO — LX1 = L2X0 — LX2 = L3X0...
~—~— ~—— ~——

X1 =X2 =X3
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Wie wir in Abschnitt (7.3.4) Eigenwerte und Eigenvektoren gesehen haben, lésst sich diese Ent-
wicklung dann besonders gut beobachten, wenn die Leslie Matrix L Eigenvektoren vq,...,vy
zu Eigenwerten A1,..., A, hat und der Anfangszustand x¢ der Population dargestellt werden
kann als Linearkombination der Eigenvektoren. Ist ndmlich

Xp = 1V1 + -+ QpVn,
so folgt

LFxo = Lk(alvl + - 4+ apvp)
= alLkvl + -+ OénLkVn
=aMvi+ -+ ap M vy, (7.38)

7.4.2 Das Leslie-Modell fiir 2 Altersklassen

Betrachten wir das Modell fiir eine Population mit 2 Altersklassen, so ist die Leslie-Matrix

gegeben durch
a b

wobei @ > 0, b > 0 die Fertilitdtsraten der beiden Altersklassen sind und 0 < p < 1 die
Uberlebensrate von der ersten zur zweiten Altersklasse ist. Die Eigenwerte dieser Matrix sind

dann nach (7.36)
1 /
)\_;’_/_ = 5 (CL + CL2 —+ 4bp) . (739)

Es ist a® 4+ 4bp > 0, denn da alle Parameter des Systems nichtnegativ sind, ist a? +4bp = 0 nur
dann, wenn a = b = p = 0 ist, was offensichtlich nicht sinnvoll ist. Daher kénnen wir folgern,
dass

1.) Ay # A_ gilt, d.h. die Matrix hat zwei verschiedenen Eigenwerte.

2.) L hat daher 2 linear unabhiingige Eigenvektoren v, v_ € R? (s. Bemerkung(7.39) (c)):
Lvy =Aivy Lv_=X_v_
und jeder Anfangszustand xg ist darstellbar als Linearkombination
X0 = a4V +a_v_ (7.40)
mit ay,a_ € R.

3.) Aus a® + 4bp > 0 folgt ferner

Ay >a und A_ <O,
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aulerdem ist

wobei die Abschétzung (*) mit der Dreiecksungleichung (s. Satz 7.11) erfolgt ist. Ein

1 /
|)\, :5 a — a2—|—4bp‘
(%) 1
< §(|a| + y/a? + 4bp)
= )\+7

Anfangszustand xo entwickelt sich nun nach (7.38) und (7.40) zu

Fiir eine Prognose sind wegen Ay > |[A_| die Félle Ay > 1, Ay =1und 0 < A < 1 zu

Lo =ayAfvy +a_A'v_.

unterscheiden.

)\+>12

)\+:1§

Dieses bedeutet, dass )\’iaJr — 00, d.h. dass die Population unbegrenzt wachst. Es

ist nach (7.39)

)\_|_ >1

< a+/a?+4bp > 2
— \a2+4bp > 2 —a,

was immer erfillt ist, wenn ¢ > 2. Wenn 0 < a < 2 gilt, kann die Ungleichung

quadriert werden und wir erhalten

a’ + 4bp > 4 — 4a + o’
<~ a+bp>1.

Der Fall A, > 1 tritt also ein, wenn K := a+bp > 1. K heifit Kenngrofle des Modells.

Nach analoger Rechnung zu oben ist

Ay =1 = K=a+bp=1.
Da nun wegen (7.41) und /a2 + 4bp > 0
A-] <A+

folgt, so néhert sich jeder Anfangszustand einer festen Struktur:

L*xo= MNa_ v_+4+1%a,v,
——
—0 (k—o00)

d.h. es folgt

LFxg — 4V
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0 < A+ < 1: In diesem Fall ist auch |A_| < 1, so dass die Population ausstirbt. Dieser Fall tritt
ein, wenn K < 1.
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8 Komplexe Zahlen

8.1 Einfiihrung
8.1.1 Die Zahl ¢

Quadratische Gleichungen koénnen in den reellen Zahlen nicht immer gelost werden, es gibt
beispielsweise kein z € R so dass 22 = —4. Es erweist sich aber fiir viele Anwendungen als
sinnvoll, den Zahlenraum um Lésungen dieser Gleichungen zu erweitern. Hierzu definieren wir

eine “imaginire Einheit” i als die Losung der Gleichung 22 = —1:

i2 = 1. (8.1)
Wenn wir —i = (—1) 4 definieren, so ist auch (—i)? = (—=1)?i? = —1. Die Zahl i ist keine reelle
Zahl: i ¢ R.

Ziel ist es, allgemein quadratische Gleichungen 16sen zu kénnen. Angenommen wir konnten mit
der imagindren Einheit ¢ rechnen wie mit den Symbolen physikalischer Einheiten (und natiir-
lich unter Beachtung von Gleichung (8.1)), so kénnen wir, zunichst als formale Uberlegung,
Losungen der folgenden Gleichungen berechnen:

(a) Die Gleichung z? = —1 hat die beiden Lésungen

2y =1 und Z_ = —i
(b) 22 = —4. Dann ist (%)2 = —1, was nach a) die beiden Losungen 5 = i und £ = —i hat.
Losungen von 22 = —4 sind also
zy =21 und Z_ = —2i. (8.2)
(c) (z—3)? =—1. Dann sind z — 3 =i und (z — 3) = —i Losungen, so dass

Zr =3+1 und z-=3—1
Losungen von (z — 3)? = —1 sind.

Wie wir sehen, erhalten wir Terme der Form z = x + iy mit x,y € R, weshalb wir unseren
erweiterten Zahlenraum wie folgt definieren.
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8.1 Definition: Komplexe Zahlen
Die Menge C der komplexen Zahlen wird definiert durch
C:={z+iy| z,y € R}
Fiir eine komplexe Zahl z = x + iy € C heif3t
Re(z) := x der Realteil von z
und

Im(z) := y der Imagindrteil von z.

8.2 Beispiel Um diese Begriffe zu erldutern, zerlegen wie die folgenden komplexen Zahlen
Real- und Imaginérteil.

z=3+4i Re(z) =3 Im(z) =4
z2=5—1 Re(z) =5 Im(z) = -1
z2=20=0+21 Re(z) =0 Im(z) =2
2=2,5=2,5+0-1 Re(z) = 2,5 Im(z) =0

Insbesondere sind Re(z) und Im(z) immer reelle Zahlen!

8.3 Bemerkungen (a) Fiir eine komplexe Zahl z = x + iy gilt z = 0 genau dann, wenn

=0 und y=0.

(b) Zwei Zahlen z; = x1 +iy; € C und 29 = x9 +iys € C sind genau dann gleich, wenn Real-
und Imaginérteil jeweils gleich sind. Dieses sieht man, wenn man xj + 1y = T2 + i¥ys
umstellt zu

T —x2=_1i (y1—y2)
cR ZR €R

und beachtet, dass Gleichheit hier nur dann gelten kann, wenn auf beiden Seiten “0”
steht:

Ty =2 und y; =1y (8.3)

Diese zunéchst simpel erscheinende Beobachtung hat weitreichende Anwendungen, da sie
es ermoglicht, aus einer komplexwertigen Gleichung auf zwei reellwertige Gleichungen zu
schlieflen.

(c) Esist R C C, denn nach Beispiel 8.2 ldsst sich jedes z € R schreiben als

r=x+1-0.
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8.4 Definition

Seien z1, 20 € C mit z; = x1 + iy; und z9 = x9 + iys. Dann werden Summe und Produkt
von z; und zo erklart durch

21+ 20 = (1 +iy1) + (z2 + 1y2)
= (21 +22) +i(y1 +y2)
(w1 +iy1) - (w2 + iy2)
= x1T9 + 1T1Yy2 + T2y + i? Y192 i?=—1
= (w122 — Y1y2) + i(T1Y2 + T2Y1). (8.4)

2122 =

8.5 Satz: Rechengesetze in C Teil 1

Fiir die in Definition 8.4 erkldarte Addition und Multiplikation komplexer Zahlen gelten
das Kommutativ-, Assoziativ- und Disitributivgesetz, d.h. seien z1, 29, 23 € C, dann gilt

i) z21+20 =204+ 2 und 21 - 290 = z2-2; (Kommutativgesetz)
iii) 2z1(22 + 23) = 2122+ 21-23 (Distributivgesetz)

Ferner gilt: z1-29 =0 <= 2z, =0 oder zo = 0.

i)
ii) (21 +22)+ 23 =21+ (22+ 23) und (21 - 22)23 = z1(22-23) (Assoziativgesetz)
i)
iv)

Beweis. Kommutativitit, Assoziativitdt und Distributivitat folgen direkt aus Definition 8.4.
Aussage iv) folgt mit Fallunterscheidungen aus Gleichung (8.4). O

8.6 Bemerkung Sei z € C mit z = x + ¢y. Dann bezeichnen wir mit —z die komplexe Zahl
—z:=—x+i(—y)=—z—1iy
und fiir 21 = x1 +iy1, 20 = o + iy € C folgt

21 —R2 = 21 + (—ZQ)
=x1 + Y1 — T2 — Y2
=1 — 22+ i(y1 — Y2).
8.7 Beispiele

(a) Seien zwei komplexe Zahlen z; = 3 + 2¢ und z2 = 1 + 3¢ gegeben. Dann ist

24+ z20=3+42+14+3i=@B+1)+i(2+3)
—4+5i
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und

2129 = (3+2i)(1 +3’i)

=3+ 9i + 2 + 6i> iZ=-1
=3+4+9i+2—6
= -3+ 11i.

(b) Seien die komplexen Zahlen z; = 3+ 2i, 29 =5 — i und 23 = 2i gegeben. Dann gilt

M-z =3+2—(5—i)=3+2—5+i
= —243i

und
z1(z2 + 23) = (34 20)(5 — i + 210)
= (34+2i)(5+1)
=15+ 3i + 107 + 2i> i2=-1
=13 + 13i.

8.1.2 Die komplexe Zahlenebene

Jede komplexe Zahl z = x + iy € C mit x,y € R kann mit dem Tupel (z,y) € R? identifiziert
werden. Weiter kann der Raum der komplexen Zahlen C mit dem R? identifiziert werden.

1R R
2 C 21 R2
z=1x+1y (x,y)
Yp--o-mmoo- o Yp--m-m-mmooos ‘
R R
1 x 1 x

Abbildung 8.1: Die Ebene C und der R?

8.8 Bemerkung Die Addition in C entspricht der Vektoraddition in R?, denn sind einerseits
<$1> ) <$2> Vektoren in R?, dann ist

U1 Y2
T To z1 + x2 | + x — Komponente
+ =
Y Y2 y1 + y2 | < y — Komponente
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wohingegen andererseits fir x1 + iy1, x2 + iys € C gilt

(x1 4+ iy1) + (2 +iy2) = (x1 + z2) +i (Y1 + y2) -
Ri I
e m

8.9 Beispiel Seien die zwei komplexen Zahlen z; = 1 4 24 und 2o = 1 + @ gegeben. Dann ist

z21+29=1+21+1+7=2+ 3¢ und (;)—l—(i) = <§>

Anschaulich:
1y
31 2+ 31
2+ 1421
1+ 1414
T

Wir kennen in R? den Betrag eines Vektors als = /22 + y2. In der néchsten Definition

werden wir sehen, dass der Betrag einer Zahl z € C genauso definiert ist.

8.10 Definition: Betrag und komplex konjugierte Zahl
Sei z = x + iy € C. Dann definieren wir den Betrag |z| von z durch

|z| =y/z?2+y? €R

und die komplex konjugierte Zahl Z durch
Z=x —1y,

die anschaulich eine Spiegelung an der reellen Achse darstellt.
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8.11 Beispiele

(a) Sei die komplexe Zahl z = 1 + 2i gegeben. Dann gilt fiir ihren Betrag
2| =V12422=V1+4=15

und die komplex konjugierte ist

z=1-—2.

(b) Esist |z| =|z|, denn

2l = \Ja + (—y)? = a2 4 g2 = 2.

8.12 Satz: Rechengesetze in C Teil 11

Seien z = x + 1y, 21, 22 € C. Dann gilt

zZ=2z (8.5)
Atz=z+72 (8.6)
;=77 (8.7)

2 Z=x?+y? = |z (8.8)

|21+ 22| = |21 22 (8.9)

Re(z) = %(z +z) Im(z2) = %(z —Z). (8.10)

Aus (8.8) folgt insbesondere z-zZ € R und |2| = vz-Z

Beweis. Seien z = x+1iy, z1 = x1+1y1, 22 = o9 +1iys € C. Die obigen Aussagen kénnen durch
direktes Nachrechnen gezeigt werden:

zu (85):z=(x+w) =(@x—iy)=z+iy==z
zu (8.6):

21 + 22 = (z1 + 1y1) + (22 + iy2)

=1+ x2+i(y1 +y2)
=x1+ 22 —i(y1 + y2)
=T — 1y +T2— 1Yo =21 + 22

zu (8.7): Einerseits ist

zZ1 22 = (z1 +iy1) - (w2 + iy2)

= 2122 — Y1y2 + i(@1y2 + 22y1)

= 2122 — Y1y2 — (@1Y2 + T2y1)
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andererseits ist

zZ1 72 = (x1 4+ iy1) - (22 + iy2)
= (1 —iy1) (2 — iy2)
= 2172 — iT1Y2 — iT2Y1 + i2Y1Y2

= 1172 — Y192 — {(T1Y2 + T2y1)
woraus zj - 29 = 21 - 22 folgt.
zu (8.8): Da |z| = /22 + 42 gilt, folgt

z-Z = (z +iy)(z —iy)
2 _ 2,2
=24y’ =z

=T
>

Die Gleichungen (8.9) und (8.10) kénnen ebenso durch Nachrechnen gezeigt werden. O

8.1.3 Division in C

Division in R entspricht der Multiplikation mit dem Multiplikationsinversen. Es ist fiir z € R
und y € R\ {0}

1

xTiy=2x—

Y
wobei % das Multiplikationinverse y~! von y bezeichnet. In C tritt nun das Problem auf,
dass ein Term der Form % = - iiy nicht von der Form ,Realteil 4+ - Imaginérteil “ ist, wir

also noch nicht wissen, welche komplexe Zahl hiermit gemeint ist. Um die Division komplexer
Zahlen zu erkldren, verwenden wir Regel (8.8) aus Satz 8.12. Mit dieser konnen wir durch
geschicktes Erweitern in einem Bruch der Form - iiy einen reellwertigen Nenner erzeugen.
Tritt die komplexe Einheit ¢ nur noch im Zéhler eines Bruches auf, so kann dieser in Real-
und Imaginérteil zerlegt werden. Sei beispielsweise z = 3 4 44, dann ist durch Erweitern mit
z=3—4i

1 1 34
3+4i 3+4i 3—4i
34
32— (44)2

3—4i 3 4
= = — - —i.

S 9+16 25 25

Es ist also gelungen, ﬁ in einen Term vom Typ a + ib umzuformen, mit dem nach den
bisherigen Regeln gerechnet werden kann. Das es sich hierbei tatsdchlich um das Multiplika-
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tioninsverse von 3 + 44 handelt, tiberpriift man durch

~ (3 4 3 4 .3 . 4 .
(3 + 44) (25—251) :325+3(—25z) +4z%+4z <—25z>
9416 —12+412
~ T T
=1

8.13 Satz: Multiplikationsinverses in C

Zu jedem z = x + iy € C\ {0} existiert genau ein Multiplikationsinverses 2~ € C, so

dass

2ozl =1 (8.11)

gilt. Das Multiplikationsinverse z~! ist gegeben durch

1 _ T . Y
27 = Zi e —ZIQ Y (8.12)

und wir schreiben auch

Beweis. Dass fiir das durch (8.12) definierte z~! die Gleichheit (8.11) gilt, sieht man durch
Nachrechnen wie in obigem Beispiel. Die Eindeutigkeit des Multiplikationsinversen folgt, wenn
wir annehmen, es gébe eine weitere Zahl w € C mit z-w = 1. Dann wére

227t —z.w=0
= 2(z71 —w) =0,
also muss nach Satz 8.5 entweder z = 0 oder (27! —w) = 0 gelten. Da z € C\ {0} vorausgesetzt
wurde, ist 27! —w = 0, woraus z~! = w folgt. Also ist 27! eindeutig. O
8.14 Definition: Division in C
Sei w € C und z € C\ {0}. Dann erkldren wir die Division % durch

w —
— =w-z 1.
z
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8.15 Beispiele

(a) Sei w=3+iund z =2+ 3i. Dann ist nach Formel (8.12) 27! = ﬁ - zﬁ so das

341 2 3
_(34i .

2+ 3 (H)<22+32 Z22+32)
C6+2 9i+3i?

449 449
 6+2i—-9i+3
B 13
_9 T
T3
(b) Die Formel (8.12) fiir 2! erhalten wir formal auch durch Erweitern von 1 mit z :
1 1 z z T —1y
== = 7 8.13
z oz zZ |22 2?4y (8.13)

wobei wir Satz 8.12 Regel (8.8) verwendet haben.

(c) Das Multiplikationsinverse von i kénnen wir mit (8.12) berechnen durch i = 0 + 1i:

10 1
i 0t12 02412

oder auch mit (8.13) durch Erweitern mit 7 = —i:

11 (— .
L ) e S
1

(=) -2

(d) Auf der reellen Achse, z = z + 07, stimmt die Formel (8.12) mit dem aus R bekannten
Multiplikationsinversen iiberein:

x .0 x

N—1 . _ T _

8.1.4 Quadratische Gleichungen in C

Eine quadratische Gleichung mit reellen Koeffizienten p,q € R
2+ pr+q=0 (8.14)

konnten wir bisher in R 16sen durch

2
p p
= _7:‘: by -
-7y (2) ¢

fiir den Fall dass ()® — ¢ > 0 ist. Ist nun (£)® — ¢ < 0, so gibt es offenbar keine Lésungen in

R, aber Loésungen in C. Um diese Gleichung fiir komplexe Unbekannte zu formulieren, setzen
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wir in (8.14) = = z ein und formen um:

24+ pr4q=0 (8.15)

2 2

2 P\ _ (P _

<= z —|—pz+<2) —<2> q
2 2

P\ _ (P _

- (z+2) _(2) g

mit rechter Seite (%)2 — ¢ < 0. Genauso, wie wir in (8.2) aus z? = —4 gefolgert hatten, dass
2y = +iv/4 = £2i Losungen sind, folgern wir nun

2
p p
24 il _
z+2 |<2) q

wobei g — (g)Q > 0 zu beachten ist. Also sind

z+/,:—f:|:11/q— (8.16)

zwei komplexwertige Losungen der quadratischen Gleichung (8.15). Es ist zu beachten, dass
die Koeffizienten p, ¢ nach wie vor reellwertig sind: p,q € R.

8.16 Beispiele

(a) Wir betrachten

224+324+5=0,
es ist also p = 3 und ¢ = 5, also (%)2 — ¢ =% —5 < 0. Formel (8.16) liefert nun die
Losungen
3 3\?
—_ — — :t —_— —
24/ 5 T 5 (2>
S AL
2 2

3

(b) Wir berechnen die Eigenwerte der Matrix A = (_ 1

Z) Zunichst bestimmen wir das

charakteristische Polynom von A durch

3—A 2
p(A) = det(A — A]y) = det ( 1 4_ /\>

=3-N@A-)N+2
= A2 -7\ + 14.
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Es ist also p = —7 und ¢ = 14, so dass

2 2
P 7 49 7
(2) 4 (2) 4 3 <0

Verwenden wir daher Formel (8.16), so erhalten wir als Nullstellen des charakteristischen
Polynoms p(\) und somit als Eigenwerte von A

7, 7\?
77
23
T
2 2
(c) Eine Matrix der Form A = _ab b hat bei reellen Eintragen a,b € R stets 2 komplex-
wertige Eigenwerte A, € C\ R. Wir berechnen das charakteristische Polynom von der
Matrix A:
p(A) = det(A — Al3)
a—A b
= det < b a4 /\>
= (a— N2+ V2
Es ist A genau dann Eigenwert von A, wenn p()\) = 0, also wenn (a — \)? = —b%. Hier

kénnte man ausmultiplizieren und die dadurch erhaltene quadratische Gleichung fiir A
wie in Beispiel b) lésen. Man kann aber auch direkt erkennen, dass

A+/_ :a;:l:zb

die Nullstellen von p(\) sind.

8.2 Polardarstellung im Komplexen

Anstelle der kartesischen Darstellung durch Real- und Imaginarteil, z = x 44y, ldsst sich jeder
Punkt z der Ebene auch beschreiben durch seinen Abstand r zum Nullpunkt und den Winkel
©, den sein Ortsvektor mit der postitiven reellen Achse einschliefit (Orientierung hierbei gegen
den Uhrzeigersinn).
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Yy=7rs8in(p) f--------------mmomeomoo o z=x+1y

Abbildung 8.2: Polarkoordinaten und cartesische Koordinaten

Es ist 7 € R>p und ¢ € [0,27) und
z=x 41y
= r(cos p + isingp).
Weiter ist r = |z| der Betrag von z und der Winkel ¢ heifit Argument von z, arg(z) := . Das
Paar (r, ) heiBt Polarkoordinaten von z.
8.2.1 Umrechnung der Koordinaten

Sind die Polarkoordinaten (r,¢) von z € C gegeben, so erhdlt man (wie in Abbildung 8.2)
Real- und Imaginérteil durch

Z =T Ccosy + irsinp,

so dass die kartesischen Koordinatengegeben sind durch = rcosp und y = rsine. Ist
hingegen z € C in kartesischen Koordinaten gegeben durch z = x + iy und mochte man diese

umrechnen in Polarkoordinaten, so erhélt man r durch r = /22 + y2. Das Argument ¢ zu

berechnen erfordert eine Fallunterscheidung, da (siehe Abbildung 8.2) tan(yp) = ¥ ist, so dass

p = tan (y) .
T

Nun bildet aber der Tangens das Intervall (-7, 5) auf ganz R ab, tan: (=3, §) — R, so dass

tan " ': R — (W, 7r> ,
2°2

d.h. der Bildbereich der Umkehrfunktion tan~' ist nicht das fiir die Polardarstellung von z
gewiinschte Intervall [0, 27).
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R tan R
+Z ]
: : R R
—% +% tan—!
s
5

Abbildung 8.3: Definitions- und Wertebereich von tan und tan™!

Der Abbildung 8.3 entnehmen wir:

% > 0= tan"! (%) € (0, g)

% <0=tan! (%) € (—;r,()) .

Nun ist aber der Wertebereich von ¢ = arg(z) in den 4 Quadranten der Ebene C wie in
Abbildung 8.4 dargestellt,

17 1

pe(5m) pe€(0,3)
r<0, y>0 x>0, y>0
z<0, y<0 x>0, y<0
p € (%) v € (F,2m)
111 v

Abbildung 8.4: Wertebereich von ¢ = arg(z) in der komplexen Ebene

so dass der Wertebereich von tan™! ( %) in den Quadranten IT und III um +7 und im Quadran-
ten IV um +27 angepasst werden muss. Dann kénnen wir ¢ fiir z = x 4 iy in den Quadranten
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I - IV wie folgt berechnen:

~ Y -1(Y T a1 (Y m
I.x>0,y>O:>$>0:>tan <x)€(0’2) = = tan <z)€<0’2>'
II:a:<0,y>O:>g<0:>tan_1<g)E —E,O :>90:tan_1<g>+7r€ E,T&'
T x 2 T 2
3
HI:x<0,y<0ég>0étan_l<g)6 O,E é(p:tan_l(g)—i—ﬂe m, =T
T x 2 x 2
3
IV:x>0,y<O:>y<O:>tan1<y)e(—7r,0>:><p:tan1<y)+27re<7r,27r)
T x 2 x 2

Auf den Koordinaten-Achsen ist ¢ gegeben durch

p=0 firz=2 mitx >0
T . . .

p=75 fiir z =4y mity >0

p=m firz=2z mitz<O0
3

=57 fiir z =4y mit y <0.

Die so definierte Abbildung z — ¢ := arg(z) ist stetig in z, unter Ausnahme von Werten auf
der positiven reellen Achse. Hier macht die Abbildung einen Sprung um 2.

8.17 Beispiele
V3

(a) Sei z gegeben durch r =4, ¢ = 30°=%. Dann ist sinp = % und cos ¢ = %5*, so dass
z = r(cosp + isin)
V3 o1
(5 +1i3)
= 2V/3 4 2i.

(b) Sei z = —2/3 + 2i, so liegt z im II. Quadranten und es ist = —2v/3 und y = 2. Also
sind die Polarkoordinaten

r=1/(-2v3)2+22=4

2 1
Y= tan~? <> + 7 =tan"! <—) +
-2V/3 V3
5
S+ 7= 2 =150°

8.2.2 Geometrische Interpretation der Multiplikation

Seien zwei komplexe Zahlen 2z, w € C in Polarkoordinaten gegeben:

z = |z|(cos a + i sin o)

w = |w|(cos B + isin ),
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so ist eine geometrische Interpretation der Multiplikation ermdéglicht. Hierzu berechnen wir
z-w = |z| |w|(cos a + isin a)(cos B + isin 3)

= |z| |w|(cos acos 8 + icos asin B + isin acos f — sin asin f3)

= |z| |w|[(cos acos B — sin asin 3) + i(cos asin B + sin acos 5)] .

(8.17)
Verwenden wir nun die Additionstheoreme fiir die Cosinus- und Sinus-Funktion
cos(a+ ) = cosacos § — sin asin (8.18)
sin(a + ) = cos asin 8 + sin a cos 3,
so erhalten wir

z-w = |z| |w|[cos(a + B) + isin(a + )] . (8.19)

Bei der Multiplikation von z und w werden also die Betrige multipliziert und die Winkel
addiert.

8.18 Beispiel Sei z =1+ und w = 4. Dann ist

Bl = V3 a=arg(s) = |
i
-

W =1, B =arg(w) =

Also folgt |2|-|w| = v2 und o+ 3 = 3. Berechnen wir nun z - w, so erhalten wir

zow=(1+i)i=1i+1i>=—1+1i.

(8.20)
Dann ist |z-w| = v/2 und in der Skizze sehen wir arg(z - w) = %Tr, was gerade 7 + 3 ist:
iR
z-w=—141

. z=1+1
w=17F

Abbildung 8.5: Multiplikation z - w
8.2.3 Die Exponentialfunktion im Komplexen
Es soll die Exponentialfunktion fiir komplexe Werte definiert werden. Wir setzen fiir ¢ € R

€' := cos p +isin . (8.21)
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Dann folgt mit der gleichen Rechnung wie in (8.17), (8.18) und (8.19)

e%e™ = (cos ¢ 4 isin @) (cos 1 + isinp)
= cos(p + ) +isin(p + )
_ ciletv), (8.22)

d.h. wir erhalten die gleiche Funktionalgleichung fiir die durch (8.21) definierte Funktion wie
fir die reelle Exponentialfunktion (s.(3.3)). Die Additionstheoreme der sin- und cos-Funktionen
(8.18) sind also aquivalent zu Gleichung (8.22) und durch (8.21) wird die Exponentialfunktion
auf sinnvolle Weise fiir komplexe Argumente definiert.

8.19 Bemerkungen

(a) Es sind die Cosinus- und Sinus- Funktion (27)-periodisch, cos(p + 27) = cos¢ und
sin(p + 27) = sin ¢, also ist auch

piletam) _ g

und allgemein fir k£ € N

ellet2hm) — gip (8.23)

(b) Es gilt die Eulersche Formel

e =cosm+isinm = —1.

(c) Sei z € C\ {0} in Polardarstellung gegeben mit Koordinaten (r, ), so ist z = re¥ und
es ist

Z=re "%

(d) Die Multiplikation zweier komplexer Zahlen in der Polardarstellung wird nun besonders
einfach durch z = re’ und w = se™

= z-w=re¥. s = rse’ V).
Die geometrische Interpretation aus Abschnitt 8.2.2 ldsst sich hier direkt ablesen.
8.2.4 Flachenberechnung und Determinante
Seien zwei komplexe Zahlen z,w sowohl in kartesischer wie auch in Polardarstellung gegeben,

z=a+ic=|z]e" (8.24)
w=b+id = |w|e™, .

171



8 Komplexe Zahlen

iy
z+w
w
d s
h h = |w|sin(«)
c z
o X
b a

Abbildung 8.6: Das von z,w aufgespannte Parallelogramm

so muss dass Produkt Z-w das gleiche sein, egal ob es in kartesischer oder in Polardarstellung
berechnet wird:

(a —ic)(b+id) = |zle” " |wle™
< ab+iad —iac —i’ed = |sz]ei(1/’—‘/’)
< ab+cd+i(ad —be) = |z||w| (cos(1p — @) + isin(y — p)) (8.25)

Zwei komplexe Zahlen sind genau dann gleich, wenn Real- und Imaginéarteil {ibereinstimmen
(s.(8.3)), was zur Folge hat, dass eine Gleichung im Komplexen genau dann richtig ist, wenn
die Gleichheit fiir Real- und Imaginérteil der Gleichung gilt. Vergleicht man die Imaginérteile
der Gleichung (8.25), so erhalt man

ad — be = |z||w|sin(y — ). (8.26)
Diese Gleichung lasst sich geometrisch interpretieren:

Zu einer Matrix A = (a
c d

b) ist die Determinante gegeben durch det(A) = ad — be, was auf

der linken Seite von (8.26) steht. In den Spalten dieser Matrix stehen die Vektoren, die den

Zahlen z, w entsprechen: a + ic = (Z) und b+ id = (Z), wenn C mit dem R? identifiziert

wird. Auf der rechten Seite von (8.26) steht die Flache des von den Vektoren Z und 2

i)

Fp = ,Grundfliche® -  Hoéhe* = |sin(y) — ¢)||z||w],

aufgespannten Parallelogramms, da |z| = H <CCL> , sieche hierzu Gleichung

(8.24). Es ist die Fliache des Parallelogramms
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was in Abbildung 8.6 dargestellt ist. Daher gibt det(A) die Flache des Parallelogramms an,
das von den vvektoren der Matrix A aufgespannt wird. Betrachten wir in R? das Quadrat

Q= gyj | 0 <x,y <1, so sehen wir, dass die Punkte @ durch Multiplikation mit der
Matrix A auf das Parallelogramm abgebildet werden, welches von den Spaltenvektoren von A

aufgespannt wird. Wir berechnen die Bildpunkte der Eckpunkte <8> , <1> , <0> und <1>:

)= 9 6)= 1)
()= )=
()= 6)= L
=€ 9 0)-5)

Diese Eckpunkte von () werden also auf die Eckpunkte des Parallelogramms P abgebildet, das
gleiche gilt auch fiir die Randpunkte und das Innere von Q. Also gilt, da Fyp =1
Fp = det(A) . FQ,

was sich auch fiir allgemeine Quadrate und allgemeine Flichen Q in R? zeigen lisst. Daher
heifit det(A) auch Flachenverzerrungsfaktor und

Fliche (A(Q)) = det(A) - Fliche(Q)

gilt fiir beliebige Flichen @, nicht nur fir Quadrate.

8.20 Beispiele

(a) Betrachte die Scherungsmatrix

(1)

Es ist det(S) = 1, d.h. die Scherung lédsst eine Flache gleich grof.

cosp —sinep

(b) Die Drehmatrix D, = < .
sing  cosp

> andert die Grofle einer Flache ebenfalls nicht.

(c) Die Streckung mit 7" = ( O) verdindert eine Fliche um ¢, da det(T) = t2.

t
0 t
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8.3 Fundamentalsatz der Algebra
Ein komplexes Polynom von Grad n ist eine Abbildung p: C — C der Form
p(z) =co+crz+ 2+ 4"
mit cg,...,c, € Cund ¢, # 0. Wir nennen zy € C Nullstelle von p, falls p(zy) = 0 gilt.
8.21 Satz: Fundamentalsatz der Algebra

Jedes Polynom vom Grad n > 1 besitzt eine Nullstelle in C.

Mit dieser Aussage kénnen Polynome in C in Linearfaktoren zerlegt werden:
8.22 Satz

Ist p ein Polynom vom Grad n > 1, so existieren z1,...,2, € C (nicht notwendigerweise
verschieden), so dass

p(z)=clz—z1)(z—22) ... (2 — zn)

gilt.

Sei nun p ein Polynom mit reellen Koeffizienten ag,...,a, € R
p(z) =ap+ a1z + az® 4 - 4 ap2"
und a,, # 0. Dann ist das komplex konjugierte eines Funktionswertes p(z)

p(z) =agtarz+ - +ap2” =qo+a@z+ - +a" =ag+ mZ+ -+ apz” = p(2),

(s. Satz 8.12) da speziell a; = a; fir a; € R gilt. Also folgt, dass zu einer komplexen Nullstelle
zp € C von p auch das konjugiert komplexe Zg Nullstelle von p ist:

p(20) =0 = p(z0) = p(20) = 0.

8.23 Folgerung Sei p ein reelles Polynom vom Grad n mit den reellen Nullstellen x1, ..., x; €
R. Dann ist n — k = 2[ eine gerade Zahl und es existiert ein reelles Polynom po;(z) vom Grad
2[, so dass

p(z) =an(z—z1) ... - (2 — zk)p2u(z),
wobei po; keine reellen Nullstellen hat. Die Nullstellen von py; sind gegeben durch 24, ..., 2, 21, . . ., 2],
so dass
p(z)=apn(z—21) ... (z—a) - (2—21) ... - (z2—2) (z2—Z1) ... - (2 — 7))

8.24 Bemerkungen
(a) Esist k420 =n.
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(b) Weder die x1, ..., x, noch die z1,. ..,z miissen verschieden sein.

c ur n = 2 erkennt man diese Aussage an der pg-Formel. Das Polynom z“ + pz 4+ ¢ hat im
Fii 2 erk diese A d Formel. Das Pol 2 hat i
Falle (2)* — ¢ < 0 die Nullstellen

man sieht also, dass z_ =

NS
N

175



9 Gewohnliche Differentialgleichungen

9.1 Einleitung

Bisher wurden Gleichungen untersucht, deren Losungen Zahlen (aus R oder C) oder Vektoren
sind:

3r =5 Loésung: x =

w | ot

22+2x-3=0 Losungen: x1 = -3, 22 =1
e3® =5 Losung: © = 3 Inb

Ax =b Losung x € R", falls A € R™*" b € R™

Mathematische Modelle fiir Vorgéinge aus Biologie, Chemie, Physik, Okonomie etc. geben im
Allgemeinen nicht Gleichungen der o. g. Art fiir die untersuchten Gréflen an, sondern eine
Beziehung zwischen der Anderung der GroéBe und ihrem aktuellen Wert. Das ergibt dann eine
Differentialgleichung. Besteht der Zusammenhang nur zwischen der gesuchten Funktion u und
ihrer ersten Ableitung, so ist das Problem gegeben durch eine Gleichung vom Typ

u'(t) = g(t, u(t)). (9.1)

Ist zusétzlich der Funktionswert zu einem Anfangszeitpunkt ¢y bekannt, u(tg) = ug, so spre-
chen wir von einem Anfangswertproblem. Die Losungen von Differentialgleichungen sind
Funktionen. Merkmale einer Differentialgleichung sind:

1. Die Unbekannte der Gleichung ist eine Funktion.
2. Es treten Ableitungen der gesuchten Funktion auf.
3. Beim Losen ist eine Integration notwendig.

4. Es taucht eine Integrationskonstante auf, die Losung ist (ohne weitere Bedingungen)
nicht eindeutig.

Bereits bekannt ist das Problem der Suche nach Stammfunktionen, was als einfache Differen-
tialgleichung verstanden weden kann. Zum Beispiel seien alle Stammfunktionen u(¢) von sin(t)
gesucht, d.h. alle u© welche die Gleichung

u/(t) = sin(t), (9.2)
erfiillen. Die Losungen sind Funktionen der Form

u(t) = —cos(t) + ¢ (9.3)
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wobei ¢ € R fiir eine Integrationskonstante steht. Da ¢ frei wahlbar ist, ist die Losung von
Gleichung (9.2) bis hierher noch nicht eindeutig bestimmt, denn Losung (9.3) bezeichnet nicht
eine spezielle Funktion sondern eine ganze Funktionenschaar. Wird die Problemstellung jetzt
durch einen sogenannten Anfangswert ergénzt, soll also zu einem Zeitpunkt t

u(to) = Uuo, (9'4)

gelten, so erhalten wir, indem wir in Gleichung (9.3) ¢t = ¢( einsetzen, dass ¢ = — cos(ty) + ug
gelten muss. Die eindeutige Losung von (9.2) und (9.4) ist also

u(t) = — cos(t) + cos(tp) + uo.

9.1 Bemerkungen

(a) Eine kanonische Wahl fiir den Anfangszeitpunkt ist hdufig ¢ty = 0, es ist aber jedes typ € R
moglich.

(b) Die Variable t der gesuchten Funktion kann fiir beliebige GroBen stehen, sie kann die Zeit,
den Ort (allerdings nur eindimensional), die Konzentration eines Stoffes oder anderes
bezeichnen. Da wir im weiteren Verlauf des Kapitels hdufig Modelle fir die zeitliche
Entwicklung von Populationen untersuchen werden, interpretieren wir dieses Variable,
wie oben bereits geschehen, meist als die Zeit. Die erzielten Ergebnisse sind natiirlich bei
allen Interpretationen richtig.

9.2 Differentialgleichungen 1. Ordnung

Als Differentialgleichung 1. Ordnung wird eine Gleichung bezeichnet, die neben der gesuchten
Funktion selbst auch ihre 1. Ableitung enthélt. Ableitungen héherer Ordnung treten nicht auf.
Die allgemeine Form ist Gleichung (9.1) und beschreibt mittels der Funktion g den Zusammen-
hang zwischen u/ und u. Die Methoden, mit denen sich diese Gleichungen lésen lassen, richten
sich nach der Gestalt der Funktion g. In den Abschnitten 9.2.1 und 9.2.2 werden zunéchst
Beispiele fir Wachstumsprozesse untersucht.

9.2.1 Konstantes und exponentielles Wachstum
Konstantes Wachstum

Ist die Anderungsrate einer gesuchten Grofie u konstant, so hat sie eine konstante Ableitung,
d.h.es gilt

u'(t) = a.

Ausgehend von einem Anfangswert u(tgp) = wug zu einem Zeitpunkt tp konnen wir mittels
Intergration eine Losung erhalten:
t t
/u'(T)dT:/ adr
to to

= u(t) = a(t — to) + up.
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Die Losung ist eine affin lineare Funktion mit u(tg) = up. Wenn der Anfangszeitpunkt ¢y =0
ist, so erhalten wir

u(t) = at + ug.

Exponentielles Wachstum

Beim radioaktiven Zerfall einer Probe P hingegen wird beobachtet, dass die Anderung wiahrend
einer kleinen Zeiteinheit /At nicht konstant ist, sondern proportional zur aktuellen Grofie der
Probe P(t):

P(t + At) — P(t) = —aP(t) At
P(t+ At) — P(t)

= —aP
= At aP(t),

wobei a > 0 eine Materialkonstante ist. Der Grenziibergang ¢ — 0 fithrt zu der Differential-
gleichung

P'(t) = —aP(t), (9.5)

die sich mittels des ,,In - Tricks “ ( siche Abschnitt 5.3.3 ) integrieren lisst:

In P(t) = —at + ¢
P(t) = efe™ ™, (9.6)
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Unter der Annahme, dass P(0) = Py gelten soll, folgt aus (9.6) e“ = I}, d.h.
P(t) = Py e ™. (9.7)

Man sieht, dass fiir die Gleichung (9.5) zunéchst unendlich viele Lésungen e‘e™% (¢ € R be-
liebig) existieren, durch den Anfangswert P(0) = Py wird die Konstante ¢ bestimmt und die
Losung eindeutig. Genauso lésst sich eine Population P beschreiben, deren Zuwachs propor-
tional ist zur aktuellen Grofie P(t) und deren Anfangswert P(0) = Py ist:

P'(t) = aP(t) (9.8)
= P(t) =P e,

9.2.2 Logistisches Wachstum

Sollen Populationen beschrieben werden, so ist ein Nachteil von Gleichung (9.8), dass nicht
berticksichtigt wird, dass auch Individuen sterben. Daher wéhlen wir nun als Ansatz

P'(t) = (a — b)P(t), (9.9)
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wobei a die Geburtenrate und b die Sterberate ist. Dann ist

a>0b exponentielles Wachstum
P'(t) = Pyel®® was fiir {a=b eine konstante Population
a < b eine exponentielle Abnahme

ergibt. Zur weiteren Verfeinerung des Modells hinge die Sterberate b von der Gréfie der Po-
pulation P ab. Das einfachste Modell hierfiir ist eine lineare Abhéngigkeit, welche beschrieben
wird mit dem Ansatz

b(P) = by + cP,

mit einer Konstanten ¢ > 0. Hierdurch kann beispielsweise ein beschréankter Lebensraum mo-
delliert werden, in welchem die Sterberate bei wachsender Population zunimmt. Dann wird die
Differentialgleichung (9.9) zu

P'(t) = (a — by — cP(t))P(t)
was durch Ausklammern von ¢ zu
P'(t) =c(K — P(t))P(t) (9.10)

mit K = @ wird. Die DGL (9.10) hei3t logistische Differentialgleichung. Bevor wir diese
Gleichung 16sen, kénnen wir den Verlauf moéglicher Losungen bereits qualitativ beschreiben:

(a) P(t) =0 ist eine Losung, da dann P’(t) = 0 gilt und Gleichung (9.10) erfiillt ist.

(b) P(t) = K ist eine Losung, da dann P’(t) = 0 und (K — P(t)) = 0 gilt, so dass Gleichung
(9.10) wiederum erfiillt ist.

(c) Fiir Werte P(t) mit 0 < P(t) < K folgt aus (9.10) dass die Ableitung positiv ist, P’(¢) > 0,
d.h. die Population wéchst. Fiir Werte P(t) > K folgt aus (9.10) hingegen, dass die
Ableitung negativ ist, P'(t) < 0, d.h. die Population schrumpft.

Die Grofie K heifit daher Kapazitdt des Lebensraums der Population. Zu Anfangswerten Py >
K und 0 < Py < K haben Lésungskurven einen qualitativen Verlauf wie in Abbildung 9.1.

Nun lésen wir Gleichung (9.10) explizit. Es sei P(t) # 0, P(t) # K, dann ist (9.10) dquivalent
zu

=c (9.11)

Schritt 1: Integration der Gleichung

Wir fithren eine Partialbruchzerlegung durch, um den Bruch in eine Summe aufzuspalten. Mit

1_1(1+ 1)
(K-P)P K\P K-P

179



9 Gewdhnliche Differentialgleichungen

p 1P()

Abbildung 9.1: Qualitativer Verlauf der Losungskurven fiir Py > K und Py < K.

erhalten wir aus (9.11)
P(t) P(t)
+ =cK | ,In-Trick ¢ anwenden
Pt) (K- P(t))
< (InP(t)) — (In(K — P(t))) = cK | integrieren
—  I(P() - n(K — P(t)) = cKt + 1 | In(a) — In(b) = In <Z)
P
= In <K—(2(t)) =cKt+c | e-Funktion anwenden
P(t) _ cKt ¢
— Kopm ¢

Da die Integrationskonstante ¢; in der Form e auftritt, fiihren wir hier ¢y = e als neue
Konstante ein. Auflésen nach P(t) ergibt

P(t) = ¢y eBEHK — P(t))

= coKeKt — coeCKtP(t)

= (1 + coeENYP(t) = oK eK?
COKeckt
< Plt) = ———
(*) coeKt + 1
K
=TT (9.12)

€0
Schritt 2: Bestimmen der Integrationskonstanten

In Schritt 1 haben wir eine Funktion P(t) errechnet, welche die logistische DGL (9.10) 16st.
Allerdings ist diese Losung noch nicht eindeutig, sondern ernhélt die Integrationskonstante cg.
Diese bestimmen wir jetzt wieder zu einem Anfangswert P(0) = Py. Hierzu setzen wir in der
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allgemeinen Losung (9.12) t = 0 ein und erhalten zu einem Anfangswert Py:

Py = Kl
1+1
<:>1+—:£
co Py
co I Py

Setzen wir dies fiir den Faktor é in (9.12) ein, so erhalten wir als Losung die Funktion

K
K-PF —cKt’
1+ 7€

P(t) = (9.13)

deren Verlauf in Abbildung 9.1 dargestellt ist.

Interpretation der Losung
Man sieht in (9.13), dass sich die Grofie der Population langfristig der Kapazitétsgrenze K

ndhert, da lim @e*d{t = 0 und daher
t—o0 0

lim P(t) = K,

t—o00

unabhéngig von Py > K oder 0 < Py < K gilt. Dieses bestatigt das asymptotische Verhalten,
das wir aufgrund des qualitativen Verlaufs der Losungen in Abbildung 9.1 bereits vermutet
hatten.

Explosives Wachstum

Betrachten wir nun ein verdndertes Modell mit konstanter Sterberate b und einer Geburtenrate,
welche proportional zur Populationsgrofie wéchst,

a=dP(t),

mit Propotionalitatsfaktor d > 0. Dieses ist z.B. ein Modell fiir Populationen geringer Dichte,
in denen nicht die Sterbe- sondern die Geburtenrate mit der Gréfle der Population zunimmt.
Es ist dann

(9.14)

mit einem Parameter S = S, welcher die Bedeutung eines “Schwellenwertes” hat: Ist P(t) > S,

so ist P'(t) > 0 und die Population wird wachsen. Ist P(t) < S, so ist P'(t) < 0 und die
Population wird weiter schrumpfen. Wir kénnen Gleichung (9.14) umformen zu

P/(t) = —d(S — P(t)P(t)
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und erhalten dieselbe Struktur wie in Gleichung (9.10) mit K = S und ¢ = —d. Die Lésung
von Gleichung (9.13) kann man also genau wie oben in Schritt 1 und Schritt 2 ausgefiihrt
berechnen und erhalt

S

Plt) = —————.
( ) 14+ S;foedSt

(9.15)

Diese Losung édhnelt (9.13) stark, hat aber ein anderes asymptotisches Verhalten, welches
vom verdnderten Vorzeichen des Argumentes der e - Funktion im Nenner in Gleichung (9.15)
herrihrt. Es muss unterschieden werden zwischen Anfangswerten Py < S und Py > S.

(a) Pp < S: Esist S%fo > 0, so dass tlim S%foedm = 00. Daraus folgt fir P(t)
—00

S
lim P(t) lim — 0.
t—o0 t—o00 S — P(] dSt
14+ ——e
Py
~———
—00

(b) Py > S: Es ist 27 P 2220 < () so dass ein Wert t* > 0 existiert, fur den der Nenner aus (9.15)
Null wird. Wir berechnen t* durch

S_PO dSt*
14" =
+ 7 e 0
X P, P,
dSt 0 0
c S—B B-S
P
< dsSt* =1
5 n<P0—S)
— t* 1 1 < P )
= — 1n .
dsS Py—-S

Da fiir dieses t* gilt, dass 1tlir? (1+ S%?edSt) = 0, folgt fir P(t)
— *

S
A PO = B e s =

Ist der Anfangswert Py grofer als der Schwellenwert S, so wird in diesem Modell die Population
explosionsartig wachsen, indem sie zu einem endlichen Zeitpunkt gegen unendlich strebt, siche
hierzu Abb. 9.2.

Die logistische Differentialgleichung ist wichtig in der Biologie, sie beschreibt beispielsweise
die Vermehrung von Bakterien in einer Nahrlosung oder auch chemische Reaktionen.

9.2 Beispiel Ein anderes Beispiel einer Differentialgleichung, die wir mithilfe des ,In-Tricks“
und direkter Integration l6sen kénnen, ist die Gleichung

u = — (9.16)
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P(t)

Py |

t*
Abbildung 9.2: Qualitativer Verlauf der Losungskurven der Gleichung (9.14)

welche ein Spezialfall der Michaelis-Mentengleichung

;o Vu
K, +u

ist. Hier bezeichnet V' die maximale Reaktionsgeschwindigkeit, K, ist die Michaeliskonstante
und u(t) die Substratkonzentration bei einer enzymatischer Reaktion. Wir 16sen (9.16) durch

;14w
ui

-1
u
u/
= —+u =-1
u
= Inu+u=—t, (9.17)

d.h. die Michaelis-Menten-Gleichung kann, wie die logistische Differentialgleichung (9.10), in-
tegriert werden, aber das Ergebnis (9.17) kann nicht nach u aufgelést werden. Man erhélt also
keine explizite Darstellung einer Losung u(t).

9.2.3 Trennung der Variablen

Bisher war die Funktion g immer nur von der gesuchten Funktion w(t) (bzw. P(t)) und nicht
explizit von ¢ abhidngig und wir konnten die Gleichungen direkt integrieren. Lassen wir nun
fiir die rechte Seite in Gleichung (9.1) Funktionen der Form g¢(t,u) = a(t) f(u) zu, so konnen
wir diesen Losungsansatz weiterentwickeln, die Methode heifit ,, Trennung der Variablen“. (Es
kommt darauf an, dass g(¢,u) ein Produkt ist eines Termes der nur die Variable ¢ enthédlt und
eines Termes, der nur die Variable u enthélt.) Die Differentialgleichung hat nun die Form

du
U = a(r)f(w) (9.18)
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und wir betrachten % als Bruch und bringen (formal) alle Terme mit u auf die linke Seite der
Gleichung und alle Terme mit ¢ auf die rechte Seite. Dann wird (9.18) zu

wobei f nun als Funktion einer Variablen u angesehen wird. Durch Integration erhalten wir

/f(lu)du = /a(t)dt. (9.19)

Sind fiir beide Integrale Stammfunktionen bekannt, so kann die Differentialgleichung (9.18)
gelost werden, indem man in (9.19) - wenn moglich - nach der gesuchten Funktion auflést. Die
Integrationskonstante ¢ kann man bestimmen, wenn ein Anfangswert u(tg) = ug gegeben ist.

9.3 Bemerkung Selbstverstiandlich darf mit den Differentiationssymbolen % im Allgemeinen
nicht wie mit Briichen gerechnet werden. Hier erhilt man aber auf diese Weise eine einfache
Merkregel fiir die Methode der ,, Trennung der Variablen“. Auf einen Beweis verzichten wir.

9.4 Beispiel Wir betrachten die Gleichung

du(t)

s t (u(t))?, (9.20)

hier ist a(t) = ¢ und f(u) = u?. Der Losungsansatz (9.19) fiihrt auf

1
U

Wir integrieren und l6sen nach u auf:

1 ¢
w2t
= u= 2 (9.21)
t2 + 2c
Sei nun als Anfangswert w(0) = a fir tp = 0 gegeben. Dann erhalten wir aus (9.21) die
Bedingung u(0) = —1 = a, d. h. es ist ¢ = —1 und die Lésung von (9.20) mit Anfangswert

u(0) = a lautet

u(t) = BT

a

9.2.4 Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung

Ist die Funktion g in Gleichung (9.1) linear in ihrem zweiten Argument, so spricht man von
einer inhomogenen linearen Differentialgleichung 1. Ordnung. Diese hat die Form

W (1) + a(t)u(t) = b(t), (9.22)
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d.h. es ist
g(t, u(t)) = b(t) — a(t)u(t).

Es kommt hier nicht darauf an, dass die Funktionen a(t) und b(t) lineare Funktionen sind,
die Linearitdt bezieht sich allein auf das Auftreten von u und «'. Die Gleichung (9.22) heif3t
homogen, falls b(t) = 0. Um Verwechslungen zu vermeiden bezeichnen wir in diesem Fall die
gesuchten Losungen mit h(t):

B'(t) + a(t)h(t) = 0. (9.23)

9.5 Bemerkung Zur Ubung rechne man nach, dass wenn zwei Funktionen hi(t) und ho(t)
Losungen der homogenen Gleichung (9.23) sind, auch deren Linearkombinationen

h(t) =c1hy (t) + Cghg(t)

Gleichung (9.23) 16sen.

Loésungsmengen inhomogener linearer Differentialgleichungen sind - wie die Losungsmengen
linearer Gleichungssysteme - von einer speziellen Struktur, wie der folgende Satz besagt.

9.6 Satz: Struktur der Losungen

Ist u*(t) eine spezielle Losung der linearen Differentialgleichung (9.22), so ldsst sich jede
andere Losung u(t) von (9.22) schreiben als

u(t) = u*(t) + h(t),

wobei h(t) eine Losung der homogenen linearen Gleichung (9.23) ist.

Beweis. 1.) Zunéichst zeigen wir, dass fiir beliebige Losungen u* von (9.22) und h von (9.23)
gilt, dass u* 4+ h Losung von (9.22) ist. Hierzu setzen wir (u* + h) in die Gleichung ein:

(" (t) + h(t)) + a(t)(u*(t) + h(t)) = (u*(t))" + a(t)u*(¢) + h(t) + a(t)h(t)
—b(1) =0
= b(t).

Also erfiillt v* 4+ h Gleichung (9.22).

2.) Seien nun u, u* zwei Losungen von (9.22). Dann ist
u'(t) +at)u(t) =b(t) und (u*)'(t) + a(t)u*(t) = b(t),

fir die Differenz
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gilt, d.h. es ist h(t) := u(t) — u*(t) eine Losung der homogenen Gleichung (9.23) und w ldsst
sich wie gewlinscht schreiben als

u=u*+ h.
O

Diese Struktur der Losungen wird nun verwendet, um eine allgemeine Losung des inhomogenen
Problems (9.22) zu finden.

Schritt 1: Losung des homogenen Problems

Es wird zunédchst das homogene Probleme (9.23) explizit gelost und danach das inhomogene
Problem (9.22). Um (9.23) zu lésen, machen wir auf Grund der Ahnlichkeit zur Differential-
gleichung (9.8), die exponentielles Wachstum beschreibt, die Annahme, dass die Losung h(t)
vom Typ

h(t) = e*® (9.24)

ist mit einer differenzierbaren Funktion ¢(¢). Wir setzen den Ansatz (9.24) in die Gleichung
(9.23) ein und versuchen aus der resultierenden Gleichung ¢(¢) zu bestimmen. Es ist nach der
Kettenregel

W (t) = ¢'(8)ef,
so dass die homogene lineare Gleichung (9.23) zu
o' (1)e?D 4 a(t)e?® =0
wird. Dividieren wir nun durch e?® so erhalten wir
¢'(t) +aft) =0

und daraus nach Integration

t

o(t) = — / a(r)dr + ¢

to

mit einer Integrationskonstanten ¢. Diese setzen wir in den Ansatz (9.24) ein. Die gesuchte
Losung h(t) des homogenen Problems (9.23) ist also

7fa(‘r)d7+6
h(t)=e ' —ce A0 (9.25)

mit den den Abkiirzungen

t
c:=e® und A(t) = /a(T)dT.
to
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Die Konstante ¢ in der Losung (9.25) wird durch eine Anfangsbedingung fiir die Differential-
gleichung (9.23) bestimmt. Ist h(ty) = ho, so folgt, da A(ty) = 0 gilt,

h(ty) = ce® = ¢,
so dass ¢ = hy gewahlt werden muss.

Schritt 2: Losung des inhomogenen Problems

Um die inhomogene Gleichung (9.22) zu lésen, verwenden wir die Methode der ,Variation der
Konstanten“. In der Losung (9.25) fiir die homogene Gleichung ersetzen wir die Konstante ¢
durch eine Funktion ¢(¢) und setzen

u(t) = c(t) e A® (9.26)
in die Gleichung (9.22) ein. Es ist mit der Produktregel

() e A0 —c(t) A'(t) e AW
=) e —c(t)a(t) e

wobei A’(t) = a(t) und in () der Ansatz (9.26) fiir u(t) verwendet wurde. Damit wird (9.22)
zu

¢ ()e A — a(t)u(t) + a(t)u(t) = b(t)
— d(t) = b(t)eA®)
= c(t) = /b(T)eA(T)dT + ¢o,

hier bezeichnet ¢y die Integrationskonstante. Setzen wir dieses Ergebnis fiir ¢(t) in den Ansatz
(9.26) fur u ein, so erhalten wir als Losung

t
u(t) = (/ b(T)GA(T)dT + co) e AW
to

t
= coe_A(t) + e AW /b(T)eA(T)dT (9.27)
to

und es bleibt lediglich die Integrationskonstante ¢y zu bestimmen. Fiir einen gegebenen An-
fangswert u(ty) = ug ist nach (9.27)

u(ty) = coe’ = ¢

to

sodass ¢p = ug gewahlt werden muss. Hierbei wurde wiederum [ ...dr = 0 verwendet. Insge-
to

samt erhalten wir also:
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9.7 Satz: Losungsformel fiir lineare Differentialgleichungen
Die homogene lineare Differentialgleichung
B'(t) + a(t)h(t) =0
hat zu einem Anfangswert h(tg) = ho die Losung
h(t) = hge=A®) (9.28)

und zu jedem Anfangswert ug € R gibt es genau eine Losung u der linearen Differential-
gleichung

u'(t) + a(t)u(t) = b(t)

mit u(tg) = ug, namlich
t
u(t) = uge M 4 =AW /eA(T)b(T)dT (9-29)

mit

9.8 Bemerkung Man beachte, dass durch b(t) = 0 in der Losungsformel fiir das inhomogene
Problem (9.29) die Losung (9.28) der homogenen Differentialgleichung enthalten ist. Gleichzei-
tig ist die Losung des inhomogenen Problems (9.29) zum Anfangswert ug = 0 gegeben durch

t
uH(t) = e AD / ADp(r)dr,

to

sodass die allgemeine Losung (9.29) tatsdchlich von der Struktur
u(t) = h(t) + u*(t)

ist, wie in Satz 9.6 behauptet.

9.9 Beispiele

(a) In der physikalischen Chemie wird in der Reaktionskinetik die Geschwindigkeit chemi-
scher Reaktionen untersucht. Bei einer Reaktion 1. Ordnung ist die Anderung der Kon-

188



(b)

(c)

9 Gewdhnliche Differentialgleichungen

zentration eines Stoffes proportional zur Konzentration:

d[A] _
Wir erhalten also als Losung
[A](t) = Age™™

zu einem Anfangswert [A](0) = Ap. Betrachten wir nun Folgereaktionen

A Mo Py

so werden diese beschrieben durch ein System linearer Differentialgleichungen

Diese konnen wir sukzessive 16sen, siehe Ubungen.

Wir untersuchen eine Population der Gréfile P(t) mit zeitabhéngiger Geburtenrate TH
und konstanter Sterberate o, es seien die Parameter a,o0 > 0. Die Differentialgleichung
zu diesem Modell lautet

Pt) = ( “ _ g> P(t)

1+¢

sodass in der Losungsformel (9.28) fir die homogene Gleichung

“(t):_(lit_")

zu wahlen ist. Damit ist

= (aln(1+1t) —ot) — (aln(1)) |In(1) =0
=In((1+1¢t)*) — ot laln(x) = In(z?) (9.30)

und fiir den Anfangswert P(0) = Py erhalten wir die Losung

P(t) =P, eln(1+t)a—at
=Py(1+t)%e 7" (9.31)

Erweitern wir nun das Modell fiir die Population um einen Term, der eine konstante
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Zuwanderungsrate z beschreibt, dann erhalten wir die Gleichung

P't) = <1 i - a) P(t) + 2 (9.32)

welche vom Typ der linearen Differentialgleichung (9.22) ist mit

_<1it_")

b(t) = z.

IS
—~
~
N
Il

Daher konnen wir eine Losung von (9.32) mit der Formel (9.27) berechnen. Es ist A(t)
wie in (9.30), so dass wiederrum

e Al = (14t)*- e
und

eA(t) _ (1 + t)—a .ot

ist. Bleibt also das Integral [{ b(r)eA()dr zu bestimmen:

¢ ¢
/b(T)eA(T)dT = /z(l + 1) %Tdr.
0 0

Dieses Integral konnen wir nicht explizit integrieren, wir lassen es stehen und erhalten als
Lésung von (9.32) mit Anfangswert P(0) = P

t
P(t) = Po(1+ )% + (1 + )% 7' / (147) % dr. (9.33)
0

Bei Populationsmodellen interessiert man sich héufig fir die langfristige Entwicklung. In
dem Modell ohne Zuwanderung erhalten wir aus (9.31)

lim P(t) = lim (Po(1+1)%e")

t—o00
Pr(1 a
— lim <0(t)) =0,

t—o0 eot

da die Exponentialfunktion stérker wéchst als jede Potenz. Dass die Population ausstirbt,
war aufgrund der zeitlich abnehmenden Geburtenrate auch zu erwarten. Um eine Vor-
hersage fiir das Modell (9.32) mit konstanter Zuwanderung z zu machen, betrachten wir
die Losung (9.33). Hier konvergiert der erste Summand wie gerade gesehen gegen 0, den
zweiten konnen wir umformen zu dem Quotienten

u(t)  z (14 71) % dr
v(t) (1+4t)—2et
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auf den wir wegen lim u(t) = oo und lim v(¢) = oo die Regel von de I’Hospital anwenden
t—o0 t—r00

konnen. Die Ableitung von u(t) ist der Wert des Integranden an der oberen Integrations-
grenze

u'(t) = 2(1+ 1) %
und mit der Produktregel ist

V() = —a(l4+1)7 e 4 (1 4-t) " %oet
= (1+ )% (—al+H)7 +0).

Es ist also

2(1+t)" %
t—o00 (1 + t)faeat (1;_& + O')

T
8
|
|
+
Q
Q|

Im Modell mit abnehmender Geburtenrate und konstanter Zuwanderung konvergiert die
Grofe der Population also gegen den Quotienten aus Zuwanderung und Sterberate.

9.2.5 Richtungsfelder

Eine Differentialgleichung 1. Ordnung mit rechter Seite g, aufgefasst als Funktion von ¢ und w,
u' = g(t,u) (9.34)

kann auch verstanden werden als Gleichung, die zu moglichen Wertepaaren (u,t), bei unbe-
kannter Losung u(t), die Steigung u'(t) angibt, indem ¢(¢, u) berechnet wird. D. h. wir kénnen
- ohne die Gleichung (9.34) gel6st zu haben - in der (u,t)-Ebene in jedem beliebigen Punkt
die Steigung einer Losung u(t) skizzieren, die durch den Punkt verlduft, ohne die Losung w(t)
selbst zu kennen.

9.10 Beispiele

(a) Betrachten wir die Michaelis-Menten Gleichung (9.16), die sich nicht explizit l6sen lie8.
Aus v = — % koénnen wir zu verschiedenen u die Steigung einer Losung '(t) berechnen:

T 14w
/ , 2
1 1 3
u:§: u’:—g, u=3 = u’:—z,
1 4
u=1 = U/:_§7 u =4 = u/:—g.

In der Michaelis-Menten-Gleichung ist v’ stets unabhéngig von ¢, es ist also fiir jede Lo-
sungskurve, die den Wert 1 annimmt, dort die Steigung —% etc. Dieses kénnen wir durch
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(c)
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B N N N N N N NN NN
NONON N N N N N NN
4K N N N N N N N N NN
NONON N N N N N NN
3% N N N N N N NN NN
NN ON N N N N N NN
2K N N N N N N N N NN
NN NN NN NN NN
1‘<\\\\\\\\\\
\\\\\\\\\\ ¢

Abbildung 9.3: Richtungsfeld der Michaelis-Menten Gleichung

P(t)

Abbildung 9.4: Richtungsfeld einer logistischen Differentialgleichung

kleine Tangentenstiicke in der (u,t)-Ebene veranschaulichen, sieche Abb. 9.3. Eine Losung
der Michaelis-Menten Gleichung muss einen solchen Verlauf haben, dass die Tangenten-
stiicke aus Abbildung 9.3 stets die Steigung der Losungskurve angeben. Die Funktion
muss sich also in das Richtungsfeld aus Abbildung 9.3 einfiigen, ohne die Tangenten zu
schneiden. Auf diese Weise kann man zu verschiedenen Anfangswerten u(0) = ug Lo-
sungskurven skizzieren, ohne die Gleichung selbst zu 16sen.

Auch die qualitativen Uberlegungen zur Losung der logistischen Differentialgleichung
(9.10) lassen sich in einem Richtungsfeld darstellen.

In einigen Fallen lasst sich aus dem Richtungsfeld die Losung u(t) der Differentialglei-

chung explizit erraten. Hierzu untersuchen wir als Beispiel die Differentialgleichung

u'(t) = — (9.35)

t
o

Die Tangenten im Richtungsfeld sind nun nicht nur von u, sondern auch von t abhéngig.
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9 Gewdhnliche Differentialgleichungen

Wir koénnen leicht erkennen, dass

t=0 = =0 firalle u € R,
u=0 =u =oco fiiralletcR,
u=t :>u':—1,
u=—t=u =1.

Tragen wir diese Steigungen in der (u,t)-Ebene ein, so erhalten wir

s s s = = E(t)\ NN
/S /s = —|— ~ X X \
/ /7 ~ —|—= ~ X N \
/7 /= |~ N N\ N\
[ A N U U T T #
| VNN N s ] /
v\ N N\ N ~|—
N N NN —|— - s
N N N~ —| = - s s
NN N~ — = = - s

Abbildung 9.5: Richtungsfeld der DGL v’ = —£.

weswegen wir vermuten, dass die Losungskurven von (9.35) Kreise um den Nullpunkt
sind. Die gesuchte Losung u(t) hétte demnach die Form

u(t) = VR? — 2, (9.36)

da wegen u(t)? + t> = R? der Graph dieser Funktion ein Halbkreis mit Radius R ist.
Um zu priifen, ob (9.36) auch der Differentialgleichung (9.35) geniigt, berechnen wir u'(t)
(mit der Kettenregel) und erhalten

A1) = e (—21)
WRE -
(036)  t
= T

Wir haben also durch Auswerten des Richtungsfeldes die Differentialgleichung (9.35) ge-
16st

9.11 Bemerkung Ebenfalls losen lasst sich (9.35) durch die Methode der Trennung der Va-
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riablen. Es wird aus (9.19) und (9.35)

udu = —tdt
u? t2+

— — —_ 1.
2 2

Die Konstante 2¢ lasst sich durch einen Anfangswert bestimmen. Fiir einen Kreis vom Radius
R ist u(0) = R, daher ist

u(0) = V2¢ = R,
sodass 2c = R? folgt und wir (9.36) erhalten.

9.2.6 Stationare Punkte

Hat eine Differentialgleichung 1. Ordnung die Form u/(t) = g(u(t)), d.h. hingt g nicht ex-
plizit von t ab, so sind konstante Funktionen wu(t) = u, fir die g(u) = 0 gilt, Losungen der
Differentialgleichung, da fiir konstante Losungen u(t) immer u/(t) = 0 gilt.

9.12 Definition: Stationarer Punkt

Ein @ € R mit g(u) = 0 heiit stationdrer Punkt der Differentialgleichung u/(t) = g(u(t)).

9.13 Beispiele
(a) Die logistische Differentialgleichung ' (t) = ¢(K — u(t))u(t) hat die stationiren Punkte

1_L1:0 und I_LQZK.

(b) Die homogene lineare Differentialgleichung u/(t) = a u(t), in der a konstant ist, hat den
stationdren Punkt

u = 0.

(c) Die lineare Differentialgleichung '(t) = a u(t) + b, in der a und b konstant sind, hat den
stationdren Punkt

N
I
|
SIS

9.14 Bemerkungen

(a) Im Richtungsfeld einer Differentialgleichung, siehe Abb. 9.4, erkennt man stationére
Punkte daran, dass die Tangenten auf der Parallelen zur x-Achse waagerecht verlaufen:

(b) Da sich Losungskurven nicht schneiden konnen, bleiben Losungen zu Anfangswerten wug
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mit
ug > 4 immer grofer als u

ug < u immer kleiner als u.

Interessant ist nun zu wissen, wie sich Losungen in der Nahe von stationdren Punkten verhalten.
Néahern sie sich diesen an, oder entfernen sie sich?

9.15 Definition: Stabilitdt stationidrer Punkte

Ein stationdrer Punkt « einer Differentialgleichung v’ = g(u) mit Anfangswert ug ,in der
Néhe* von u heifit

(i) stabil, wenn die Losung zu ug ,in der Néhe* von u bleibt.

(ii) anziehend stabil, wenn fur die Losung zu g

Jim u(t) =

gilt.

(iii) 4nstabil, wenn u nicht stabil ist.

Wenden wir uns nun wieder den Beispielen 9.13 zu.

9.16 Beispiele

(a) Im Richtungsfeld der logistischen Differentialgleichung sieht man, dass u = K anziehend
stabil ist und u = 0 instabil.

(b) Die Lésungen der homogenen linearen Differentialgleichung sind u(t) = uge®. Daher gilt
flir den stationdren Punkt w =0

(i) falls a <0, ist tli)m upe® = 0, d.h. @ = 0 ist anziehend stabil.
o
(ii) falls @ > 0, ist tlim upe™ = oo, d.h. @ = 0 ist instabil.
—00

(iii) falls @ = 0, ist jeder Punkt « € R stationdrer Punkt. Da alle Funktionen 4 = const
Losungen der Differentialgleichung sind, sind die u stabil, aber nicht anziehened
stabil.

(c) Der stationdre Punkt u = —% der linearen Differentialgleichung v’ = au + b ist fiir

a < 0 anziehend stabil,
a >0 instabil,

wie man aus der Losung u(t) = (uo + g) e — g ersieht. Im Falle a = 0 hat die Differen-
tialgleichung keine stationdren Punkte.
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Aus diesen Ergebnissen fiir lineare Differentialgleichung lassen sich auch Aussagen fiir nicht-
lineare Differentialgleichungen ableiten. Angenommen in

d(t) = g(u) (9.37)

sei g(u) differenzierbar als Funktion von w. Dann kann die nichtlineare rechte Seite durch eine
lineare Funktion approximiert werden,

I(u) = g(a) + g'(a)(u—a) (9.38)

beschreibt eine Tangente an g im Punkt a mit Steigung ¢’(a). In der Nihe von a beschreibt
l(u) das Verhalten von g(u), sofern g(u) , glatt“ ist, d.h. keine Spriinge oder Knicke hat. Sei
nun « ein stationdrer Punkt von g, d.h. g(u) = 0, so ersetzen wir in der Gleichung (9.37) die
Funktion g(u) durch die Approximation (9.38) und erhalten als neue Differentialgleichung

= ¢ (u)(a — u), (9.39)

da g(u) = 0 ist. Die Differentialgleichung (9.39) hat ebenfalls u als stationdren Punkt und ist
linear, d.h. wir kénnen die Ergbenisse aus Beispiel c) iibertragen, da sich die Losungen von
(9.37) in der Néahe des stationdren Punktes so verhalten wie die Losungen von (9.39).

9.17 Satz: Stabilitat stationidrer Punkte

Ein stationdrer Punkt @ einer Differentialgleichung v'(t) = g(u) ist

anziehend stabil, wenn ¢'(u) < 0,

instabil, wenn ¢'(u) > 0.

Fiir ¢'(u) = 0 ist keine Aussage moglich.

9.18 Beispiel Wir betrachten wieder die logistische Differentialgleichung v’ = ¢(K —u)u, dann
ist

g(u) = c¢(K —u)u

= cKu — cu?

und
g (u) = cK — c2u.
Dann gilt fiir die stationdren Punkte
u; =0: Esist ¢'(u1) = ¢'(0) = cK > 0, d.h. u; = 0 ist instabil;

up = K: Es ist ¢'(u2) = ¢'(K) = —cK < 0, d.h. uy = K ist anziehend stabil.
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9.3 Lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung

9.3.1 Beispiel: Der harmonische Oszillator

Wir betrachten lineare Differentialgleichungen von 2. Ordnung mit konstanten Koeffizien-
ten. Ein Beispiel hierfiir ist die Bewegung eines Massenpunktes mit Masse m, der an einer
Spiralfeder aufgehdngt ist und sich entlang der vertikalen y-Achse bewegt. Seine Bewegung
wird beschrieben durch die Differentialgleichung

my = —ky(t), (9.40)

wobei k > 0 die Federkonstante ist. Losungen von (9.40) sind y;(t) = cos(wt) und ya(t) =

sin(wt), wobei w = \/% gesetzt wird. Da (9.40) eine lineare Gleichung ist, sind auch alle
Linearkombinationen von y; und yo Losungen dieser Gleichung, sodass

y(t) = c1 cos(wt) + cg sin(wt) (9.41)

fiir ¢1, ¢z € R die Differentialgleichung (9.40) 16st. Die Linearfaktoren c;, c2 € R kénnen eindeu-
tig bestimmt werden, wenn zwei Anfangsbedingungen durch y(0) = yo und y'(0) = y(, gegeben
sind. Setzt man ¢ = 0 in (9.41) und in die Ableitung dieser Funktion ein, so erhélt man

y(0)=c1 = ca=w

y/
y'(0) =cow = co= 20

so dass die Losung von (9.40) zu Anfangswerten o, y(, lautet:

/
y(t) = yo cos(wt) + % sin(wt).
w

Es ist also w die Kreisfrequenz der harmonischen Schwingung.

9.3.2 Losung der linearen Differentialgleichung 2. Ordnung

Es soll eine Losung der allgemeinen homogenen linearen Differentialgleichung 2. Ordnung mit
konstanten Koeffizienten

y'(t) + ay () + by(t) =0 (9.42)
hergeleitet werden. Hierfiir wihlen wir einen Exponentialansatz fiir die Funktion y(t)
y(t) = eM (9.43)

fiir ein A € R. Fiir die Ableitungen folgt dann y/(t) = Ae* und y”(t) = A2eM. Setzen wir diese
in (9.42) ein, erhalten wir

MM+ are + be = 0
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und nachdem wir durch e teilen
M 4a+b=0,
was eine quadratische Gleichung fiir A ist.
9.19 Definition: Charakteristisches Polynom

Das Polynom
p(\) = A2 +ar+b (9.44)

heifit charakteristisches Polynom der Differentialgleichung (9.42).

Ist A= —5 4/ (%)2 — b eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms p()), so ist e* eine
Losung der Differentialgleichung (9.42). Um die allgemeine Losung von (9.42) genau angeben
zu kénnen, miissen die Félle (%)2 —-b>0, (%)2 —b=0und (%)2 — b < 0 unterschieden werden:

1. Fall: Zwei reelle Nullstellen

Ist (%)2 —b> 0, so sind

a a 2 a a 2
Al =—= -] —b Ay = —— — -] =b A4
==+ (5) - :=-5-y(5) (9.45)

zwei verschiedene reelle Nullstellen. Es sind

yi(t) = e, ya(t) = e
Losungen von (9.42) und wegen der Linearitat der Gleichung sind auch alle Linearkombinatio-
nen

At Aot

y(t) = cre™’ + cqe

von yi1(t) und yo(t) mit ¢1,co € R Losungen. (Bemerkung: falls a > 0 ist, folgt Ay < 0 und
A2 < 0. Was ldsst sich in diesem Fall iber das aymptotische Verhalten der Losungen sagen?)
2. Fall: Genau eine reelle Nullstelle

Ist (%)2 — b = 0 so hat das charakteristische Polynom p(\)

A=— (9.46)

a
2
als einzige Losung, weshalb

yl(t) =e %t
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Losung von (9.42) ist. Dariiber hinaus kann man durch Nachrechnen zeigen, dass im Falle
(8)"-b=0

ya(t) = te” %"

ebenfalls (9.42) 16st, sodass die allgemeine Losung gegeben ist durch
y(t) = cre” 3t + cote” 3t

mit ¢i,co € R.

3. Fall: Zwei komplexwertige Nullstellen

Ist (%)2 — b < 0, so hat das charakteristische Polynom (9.44) die beiden komplex konjugierten

Nullstellen
a a\? a a\?
N Y 4
Al 2+Z b (2) s /\2 D) /b (2) (9 7)
welche mit o := —% und 3 := /b — (2)? als

A= a+if Ay =a—if
geschrieben werden koénnen. Also sind
yi(t) = Mt — olatiB)t
= e Pt = ¢ (cos(Bt) + isin(Bt))
und
ya(t) = M2t = elam0)t — lat) (i(=51)
= e (cos(—ft) + isin(—pt)) = e*(cos(Bt) — isin(St))

Losungen von (9.42), daher auch alle Linearkombinationen

y(t) = iy (t) + caya(t)

fiir ¢q,co € C. Nun interessieren uns reellwertige Losungen. Eine spezielle reellwertige Losung
erhalten wir fiir &,¢é = % durch

y(t) = ;e (cos(pt) + isin(pt)) + ; *(cos(pt) — isin(Bt))
= ™ cos(f3t)

und eine weitere fir ¢ = Cy = —% durch

1
27

2116 "(cos(Bt) + isin(Bt)) — %eat(cos(ﬂt) — isin(ft))

= ™ sin(pBt).

g(t) =
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Wegen der Linearitit der Gleichung (9.42) sind nicht nur § und ¢ reellwertige Losungen sondern
auch alle Linearkombinationen mit reellen Linearfaktoren cy, co, Das heifit,

y(t) = ag(t) + c29(t)
= e (c1 cos(Bt) + ez sin(Bt))

ist die allgemeine reellwertige Losung von (9.42) und die ¢j,co € R werden aus den reellen
Anfangswerten bestimmt.

9.20 Satz: Losungen der linearen DGL 2. Ordnung
Sei
v +ay +by=0 (9.48)

eine homogene lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten a,b € R. Dann
ist die allgemeine reellwertige Losung im Falle von

(i) (2)* —b> 0 durch

y(t) = creM + cpe™ (9.49)

mit)\lz—%—&-\/(%fi—bund)\g:—%_ (%)2_1)7

(ii) (2)* —b=0 durch

y(t) = eM(c1 + eat) (9.50)
mit A = —2,
(iii) (%)* b < 0 durch
y(t) = e®(c1 cos(Bt) + casin(t)) (9.51)
mit @ = —2 und § = /b — (2)°

gegeben, mit Konstanten cp,cy € R.

9.21 Beispiel In der Physik wird die lineare geddmpfte Schwingung beschrieben durch die
Differentialgleichung
my"(t) + dy'(t) + ky(t) = 0,

in welcher m fiir die Masse steht, d fiir die Ddmpfung und k fiir die Federkonstante. Teilen wir
diese Gleichung durch m, so erhalten wir Gleichung (9.42) mit a = % und b = % Da fiir die
physikalischen Parameter d > 0 und m, k > 0 gilt, ist also auch a > 0 und b > 0. Die drei oben
unterschiedenen Fille beschreiben nun unterschiedlich stark geddmpfte Schwingungen:
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1. Fall: Starke Dampfung oder auch Kriechfall

Im Fall (%)2 — b > 0 sind fiir a,b > 0 die beiden reellen Nullstellen negativ, vergleiche hierzu
(9.45). Daher ist die Losung stets eine Linearkombination zweier abfallender e - Funktionen.
Betrachten wir

y"(t) + 3y (t) + 2y(t) = 0, (9.52)

so ist a =3 und b = 2 so dass (%) —b = (3)2—2 =1 > 0 gilt. Die allgemeine Losung ist nach
Satz 9.20 (i) gegeben durch (9.49) wobei A1, A2 die Nullstellen des charakteristischen Polynoms
p(A) = A2+ 3\ + 2 sind, d. h.es ist Ay = —1 und Ay = —2. Setzen wir diese Werte ein, so
erhalten wir

y(t) = cre™t 4 coe ™2, (9.53)

Um die Linearfaktoren c1, co zu bestimmen bendtigen wir Anfangswerte, welche beispielsweise
durch
y(0)=2 und ¢'(0)=0

gegeben seien. Berechnen wir die Ableitung von (9.53), so erhalten wir ¢/(t) = ciA\eMt +
CQ)\ge/\2t, was fiir t = 0 ausgewertet 3'(0) = ¢1 A1 + c2 A2 ergibt. Gemeinsam mit der Anfangs-
bedingung fiir y welche durch Einsetzen in (9.53) y(0) = ¢1 4+ co = 2 ergibt, erhalten wir ein
lineares Gleichungssystem

c1+eco=2

—C1 — 202 =0

woraus wir ¢; = 4 und ¢y = —2 berechnen. Die Losung der Gleichung (9.52) zu den gewéhlten
Anfangswerten lautet also

y(t) = de™t — 272

welche in Abb. 9.6 dargestellt ist. Man sieht, dass es zu keiner Schwingung kommt, das System
konvergiert gegen die Ruhelage bei y = 0.

2. Fall: Aperiodischer Grenzfall

Im Fall (4)> — b = 0 erhilt man fiir a > 0 nach (9.46) genau eine negative Nullstelle des
charakteristischen Polynoms, A = —§ < 0. Betrachten wir als Beispiel

y"(t) +2y(t) + y(t) =0,

so ist a = 2 und b = 1 so dass (%)2 —b = 0 gilt. Die allgemeine Losung ist dann nach Satz 9.20
(ii) mit A = —§ = —1 gegeben durch

y(t) = e t(c1 + cat). (9.54)
Die Linearfaktoren c1, co kénnen nun aus Anfangsbedingungen berechnet werden. Seien

y(0)=2 und ¢'(0)=—4
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gegeben. Es folgt mit ¢ = 0 in (9.54) dass y(0) = ¢, also ¢; = 2 zu wihlen ist. Um die
Anfangsbedingung fiir ' nutzen zu konnen leiten wir (9.54) ab und erhalten

Y (t) = (ca —c1)e” " — cote™,
Setzen wir hier wiederum ¢ = 0 ein, ergibt sich y'(0) = ¢y — ¢1, woraus folgt dass ¢y = —2 ist.

Die Losung zu den gegebenen Anfangsbedingungen lautet also
y(t) = e (2 - 2t)

und ist dargestellt in Abb. 9.7. Durch Nachrechnen sieht man, dass die Losung in diesem
aperiodischen Grenzfall immer genau eine Nullstelle ¢* hat, es ist stets t* > 0, und genau ein
Minimum. Daher kommt es auch in diesem Fall nicht zu einer Schwingung, sondern das System
hat genau einen Nulldurchgang und konvergiert dann gegen die Ruhelage.

3. Fall: Schwingfall

Im Fall (£)> — b < 0 hat das charakteristische Polynom nach (9.47) genau zwei konjugiert
komplexe Nullstellen. Sei

y'(t) +y'(t) + 3y(t) =0, (9.55)

soist @ = 1 und b = 3, so dass (%)2 —b = (1)2 — 3 < 0 gilt. Die allgemeine Lésung ist

nach Satz 9.20 (iii) gegeben durch (9.51) wobei «, 5 Real- und Imaginarteil der (komplex-

wertigen) Nullstellen des charakteristischen Polynoms sind, d. h.es ist a = —§ = —% und

g = \/b —(5)2= \/3 —(3)?%= @ Setzen wir diese Werte ein in (9.51), so erhalten wir

y(t) = e 3t <01 cos <\/2ﬁ t) + co sin (éﬁ t)) . (9.56)

Um die Linearfaktoren c1, co zu bestimmen bendtigen wir Anfangswerte, welche beispielsweise
durch

y(0) =2 und ¢'(0)=0

gegeben seien. Zunéchst folgt aus (9.56) mit ¢ = 0 eingesetzt, dass y(0) = ¢1, was ¢ = 2
bedeutet. Berechnen wir die Ableitung der allgemeinen Losung (9.51), so erhalten wir fiir
t=0

y'(0) = acr+ Be.

Wenn wir nun noch ¢ = 0 in (9.51) einsetzen, erhalten wir mit den Werten dieses Beispiels,
dass
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welche in Abb. 9.8 dargestellt ist.
9.22 Satz: Losungen der inhomogenen linearen DGL 2. Ordnung
Sei
y' +ay +by=c (9.57)

die Gleichung aus Satz 9.20, nur erginzt um eine konstante rechte Seite ¢ € R. Dann ist
die konstante Funktion

eine spezielle Losung von (9.57). Die allgemeine Losung dieser Gleichung ist gegeben durch
die Summe aus der allgemeinen Losung y(t) der homogenen Gleichung (9.48) und y*:

y(t) = yn(t) + y* (1),

Beweis. Ubung.

Abbildung 9.6: starke Dampfung: y(t) = 4e~" — 2e 2,

Abbildung 9.7: Aperiodischer Grenzfall y(t) = e~*(2 — 2t)
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R

Vi

Abbildung 9.8: Geddmpfte Schwingung

9.4 Systeme von Differentialgleichungen

9.4.1 Lineare Systeme 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Wir betrachten ein System mit zwei unbekannten Gréfien ug(t), u2(t). Uber die beiden Diffe-
rentialgleichungen

uy () = auy (t) + bua(t)
uhy(t) = cu (t) + dua(t)
werden diese GroBen miteinander gekoppelt. Fassen wir uq(t),us(t) zu einem Vektor u =

(3] t . . . . . .
< ( )> und die Koeffizienten a, b, ¢, d zu einer Matrix A = zusammen, so konnen wir

uz(t) d
obiges System mit u/(t) = | auch schreiben als
us(t)
ui(t)Y  [a b\ [ui(t)
ub(t)]  \c d) \ua(t)
oder noch kiirzer als
u'(t) = Au(t). (9.58)

Hierbei sind u(t), u’(t) € R? fiir jedes feste t € R.

9.23 Bemerkung Man sieht, dass (9.58) wieder eine lineare Struktur hat, d.h. dass mit zwei
Losungen u(t) und v(¢) von (9.58) auch alle Linearkombinationen

w(t) = cru(t) + cov(t)

Losungen von (9.58) sind.
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Beweis.
w'(t) = (cru(t) + e2v(t))' = cru'(t) + e2v'(2)
© e Aut) + e Av(t)
= A(ciu(t) + cav(t)).
In (x) wurde verwendet, dass u(t), v(t) Losungen von (9.58) sind. O

9.24 Satz: Losungen im Falle reeller Eigenwerte

i) Ist A € R Eigenwert der Matrix A und ug = v Eigenvektor von A zum Eigen-
u
02

wert A, so ist

eine Losung von (9.58).

(ii) Hat die Systemmatrix A € R?*? des Differentialgleichungssystems (9.58) zwei Ei-
genwerte A1, Ao mit Eigenvektoren ug, v so ist die allgemeine Losung gegeben durch

u(t) = cluo(t) + CQVO(t). (959)

Die Linearfaktoren c1, co konnen aus gegebenen Anfangswerten bestimmt werden.

Beweis. Es ist Aug = Aug und ug € R? \ {0}. Dann gilt:

u’(t) — ( At uO)/ _ )\eAt uo
= BM)\UQ
= eAtAuo

= AeMuy = Au(t).

9.25 Beispiel Gelost werden soll das System

uy (t) = u(t) + 2ua(t)

uy(t) = 2uy(t) + ua(t). (9.60)

In vektorieller Schreibweise lautet es
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9 Gewdhnliche Differentialgleichungen

Die Eigenwerte \ der Matrix A = (; f) sind nach Beispiel 7.44 gegeben durch

A1 =3  mit Eigenvektor wug = <u01> = <1>
up2 1

A2 = —1 mit Eigenvektor vy = <U01> = ( 1 >
V02 —1

Daher erhalten wir mit Satz 9.24 (i) die beiden Losungen
1 eSt
1 et
_ ,—t _

Nach Satz 9.24 (ii) ist die allgemeine Losung gegeben durch

w(t) = ciu(t) + cov(t)

2
mit Linearfaktoren c1, co € R. Ist nun als Anfangswert beispielsweise w(0) = <1> vorgegeben,
so kénnen c¢q, co bestimmt werden:

w(0) = c1u(0) + c2v(0)

= c1up + c2Vy
AT 1
= C1 1 Co 1)

Soll nun w(0) = (2

1) gelten, so muss

c1+ec=2

61—62:1

erfiillt sein. Diese Gleichungen kénnen wir auflosen zu ¢y = % und cp = %, so dass die Losung

zu (9.60) mit Anfangswert <?> gegeben ist durch

9.4.2 Komplexwertige Losungen

Es kann der Fall eintreten, dass die Eigenwerte der Matrix A in (9.58) nicht reell-, sondern
komplexwertig sind. Ist also A = a +i8 € C \ R Eigenwert von A, so wissen wir, dass auch

206



9 Gewdhnliche Differentialgleichungen

A = o — i3 Eigenwert von A ist, denn da A nur reelle Eintrége hat, hat das charakteristische
Polynom der Matrix reelle Koeffizienten und wir kénnen Bemerkung 8.24 (c) anwenden. Ist
nun zo € C%\ {0} Eigenvektor von A zum Eigenwert \ so ist die Funktion z: R — C2, welche
definiert ist durch

z(t) = Mz
eine Losung der Differentialgleichung
7/ (t) = Az(t) (9.61)

Ziel ist es auch hier, reellwertige Losungen zu finden. Dazu zerlegen wir Gleichung (9.61)
in ihren Real - und Imaginérteil. Um z'(¢) zerlegen zu konnen, muss zunéchst z(t) zerlegt
werden. Hierzu bezeichnen wir Real- und Imaginérteil von zy mit zg = xo + iy (beachte, dass
X0, y0 € R? 1) und berechnen dann

z(t) = eM zg
I
= e™(cos(Bt) + isin(Bt))(xo + iyo)
= ™ [cos(Bt)xq + i cos(Bt)yo + i sin(Bt)xq + i sin(Bt)iyo]
= e [cos(Bt)xo — sin(Bt)yo + i(cos(Bt)yo + sin(St)xo)] - (9.62)

Bezeichnen wir nun den Real- und Imaginérteil von z(t) mit x(¢) und y(¢) so ist also

" [cos(Bt)xo — sin(Bt)yo)

e [(cos(Bt)yo + sin(Bt)xo)]

Setzen wir diese Zerlegungen in die Differentialgleichung ein, so ist

—  X'(t) +iy'(t) = A(x(t) + iy(t)). (9.63)

Eine Gleichung in C ist aber immer genau dann erfiillt, wenn sie fiir den Real- und Imaginéarteil
der Gleichung gilt. Wir kénnen also (9.63) zerlegen in zwei Gleichungen

welche jeweils genau der Gleichung (9.61) entsprechen, nur dass wir mit x(¢) und y(t) zwei
reellwertige Losungen gefunden haben.

9.26 Satz: Losungen im Falle komplexwertiger Eigenwerte

Sei eine Matrix A € R?*? gegeben mit Eigenwerten A\, A € C\ R und einem Eigenvektor
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9 Gewdhnliche Differentialgleichungen

20 = Xg + iyo € C? zu A = a + i3, so sind durch

() = e**(cos(Bt)xo — sin(Bt)yo)
y(t) = e*(cos(Bt)yo + sin(Bt)x0)

zwei reelle Losungen des Systems

z/(t) = Az(t)
gegeben. Alle Linearkombinationen

w(t) = c1x(t) + coy(t)

sind fir ¢q, co € R ebenfalls reellwertige Losungen des Systems.

9.27 Beispiel Gesucht sind Losung in R? des Systems
(9.64)

welches in vektorieller Schreibweise

w(t) = (Z ‘b> u(t) (9.65)

lautet. Die Eigenwerte der Koeffizientenmatrix A = (a

b _ab> sind nach Beispiel 8.16 c)

A =a+1b Ay = a — 1b.

Wir berechnen den Eigenvektor zg = <21> zum Eigenwert A\; = a + ¢b. Es muss gelten
2

<Z _b> (el) = (a +ib) <€1>. (9.66)
a €9 €2

Betrachten wir in dieser Gleichung die erste Koordinate, so erhalten wir
aep — beg = (a +ib)ey. (9.67)

Zu beachten ist hier, dass in (9.66) auf der linken Seite das Produkt ,Matrix - Vektor* zu
berechnen ist und auf der rechten Seite ,,Zahl - Vektor®. Aus (9.67) erhalten wir zunéchst —bey =

ibe, was, wenn man e; = 1 wahlt, eo = —i ergibt. Der Eigenvektor ist also zg = ( i)’ in
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9 Gewdhnliche Differentialgleichungen
Real- und Imaginérteil zerlegt wird dieses zu
Zo) = )= (2 +1 0
07 =) ~\o —1
= Xg + 1yg-

Nach der Formel aus Satz 9.26 erhalten wir die beiden reellwertigen Losungen

x(t) = e (cos(b ) (é) _ sin(bt) <01>>
o [cos(ot)
—° sin(bt)

o) = et (cos(bt) (_01> +sin(bt) (é))
_ at Sin(bt)
¢\ = cos(bt)

so dass die allgemeine reelle Losung u(t) von (9.64) gegeben ist durch

u(t) = e1x(t) + ey (t)
=t (520 v (Cnon) o)

mit c¢1,co € R. Zu reellen Anfangswerten ug = (ZOI> lassen sich nun aus (9.68) c1,c2 € R
02

o (o) =(2)-(3)-(2)

es ist also ¢; = ug1 und co = —ugpe.

bestimmen:

9.28 Folgerung Insbesondere weifl man nun, dass das System (9.58) bei reellen Koeffizienten
und reellen Anfangswerten auch reellwertige Losungen hat.

9.4.3 Nichtlineare Systeme, das Rauber-Beute-Modell

Man betrachte die folgende Situation: Beobachtet wird eine Beutepopulation z(t) und eine
Réuberpopulation y(t) von denen Geburten- und Sterberate gegeben sind durch

by(t) : Sterberate von x a : Geburtenrate von x

d : Sterberate von y cx(t) : Geburtenrate von y
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9 Gewdhnliche Differentialgleichungen

Driickt man diese Kopplung in Differentialgleichungen aus, so erhilt man das System

2/(t) = ax(t) — by(t)z(t) = (a — by(t))=(t)
y'(t) = cx(t)y(t) — dy(t) = (ca(t) — d)y(t).

(9.69)

9.29 Bemerkung Allgemein kann man ein System aus zwei Differentialgleichungen notieren
durch

'(t) = Fi(x(t),y(t))

y'(t) = Fa(x(t),y(t)) (9.70)

oder kiirzer mit z(t) = (Zj(t)) und F = <

e
—~~
QH
S~—
v

Q.

o

=

o

=

Hier ist z: R — R? und F: R? — R2.

Solche Systeme wie explizit zu 16sen ist im Allgemeinen nicht méglich, daher ist man wieder
an geometrischen Veranschaulichungen und qualitativen Aussagen iiber deren Lésungskurven
(z(t), y(t)) interessiert. Zunachst lassen sich stationdre Punkte des Systems bestimmen.

9.30 Definition: Stationdrer Punkt

Ein Punkt (xs,ys) € R?, der Nullstelle der Funktion F: R? — R? ist, d.h. F(xs,ys) =

0
ts € R mit z(ts5) = x5 und y(ts) = ys, dass

<0> € R?, heiflt stationdrer Punkt der Differentialgleichung (9.70), denn dann gilt fiir

In dem System (9.69) ist (x,ys) mit

d

Ty = — und Ys = (9.71)
c

b
stationdrer Punkt, wie man durch Einsetzen leicht {iberpriift. Damit kénnen wir (9.69) auch

schreiben als

(9.72)

Ahnlich wie wir fiir eine gewohnliche Differentialgleichung ein Richtungsfeld skizzieren konnten,
konnen wir fiir ein System ein Vektorfeld zeichnen. Eine Losungskurve (x(t),y(t)) von (9.70)
bzw. (9.72) ist eine Kurve in der 2-dimensionalen (x,y)-Ebene. Auch wenn wir nicht wissen,
wie die Kurve verlauft, so konnen wir doch mittels (9.70) oder (9.72) zu jedem Punktepaar
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9 Gewdhnliche Differentialgleichungen

(x,y) € R? die Anderungen (z/(t),%'(t)) durch das Differentialgleichungssystem berechnen.
Wenn wir also in jedem Punkt (z,y) den Vektor (z/,y’) ,anheften®, so sehen wir in welche
Richtung eine Losungskurve durch den Punkt (z,y) verlaufen wiirde. Dem Réuber-Beute-
System (9.72) entnehmen wir, dass

1. Fir x = z, gilt:

y =0 VyeR
x>0 Vy < ys 2 <0 Yy > ys.

2. Fir y = y, gilt:

=0 VreR
y >0 Vo> y <0 V<.

3. Fiir x = 0 folgt 2’ = 0 und 3’ < 0 und fiir y = 0 folgt ¥/ = 0 und z’ > 0.
Dieses lésst sich veranschaulichen in einem Phasendiagramm:

1

T x
Abbildung 9.9: Phasendiagramm des Réuber-Beute Systems (9.69)

In der Abbildung 9.9 kann man sehen, dass Losungskurven in einer Linksdrehung um den
Punkt (z,ys) herum verlaufen. Da sich die Kurven nicht schneiden kénnen, gibt es die Mog-
lichkeiten, dass sich Losungskurven von (9.72) fiir ¢ — oo

(a) spiralférmig auf den stationdren Punkt (xs,ys) zubewegen.
(b) spiralférmig von dem stationdren Punkt (x,ys) wegbewegen.

(c) den stationdren Punkt auf geschlossenen Bahnen umlaufen.

Um diese Frage zu kliren, betrachen wir die Funktion G: R? — R, welche definiert ist durch

G(z,y) = bysIn(y) —y) + c(zsIn(x) — ) (9.73)
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9 Gewdhnliche Differentialgleichungen

fir z,y > 0. Es gilt der folgende Satz.

9.31 Satz

Fiir die durch (9.73) definierte Funktion G(z,y) gilt
(i) lim G(z,y) = lim G(z,y) = lim G(z,y) = lim G(z,y) = —o0
(ii) (ws,ys) ist globales Maximum von G und es gibt keine weiteren lokalen Extremwerte.
(iii) Die Funktion G(z,y) ist konstant entlang von Losungskurven von (9.72):
G(w(t),y(t)) = G(2(0),y(0)) = const.

wenn (x(t),y(t)) eine Losung von (9.72) ist.

Beweis.

zu (iii): Wir betrachten die Hilfsfunktion ¢(t) := G(z(t),y(t)) und zeigen, dass ¢'(t) = 0 wenn
(x(t),y(t)) Losung von (9.72) ist. Dann folgt die Behauptung.

g'(t) = [blysIny(t) — y(t)) + c(zs Ina(t) — (1))

=5 (w2 -y 0) + (220 - a'0)
=o' (45 ~1) e (5 -)

)=o) (5= 1) + beta = v(t)att) (5 -1 (+)
= be(z(t) — x5)(ys — y(t)) + belys — y(t))(zs — z(1))

)

wobei in (x) fur 2/(¢) und y/(t) jeweils die rechte Seite von (9.72) eingesetzt wurde.

zu (i): Die Grenzwerte folgen aus

lim (Inz — z) = —o0,
T—r0o0

lim(Inz — ) = —o0.
z—0

zu (ii): Hat die Funktion G(x,y) ein lokales Maximum, so muss sie auch ein lokales Maximum
haben wenn man sie nur als eine Funktion von x bei festem y und umgekehrt betrachtet.
Also miissen die partiellen Ableitungen von G, fiir die G nur als Funktion von x oder
von y betrachtet wird, Null sein. Diese werden bezeichnet mit g—f bzw. 2. Es ist

oy *
oG 1
E(xay) =c (fﬁsx - 1)

oG 1
9% . :b(3_1>.
ay( Y) v
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9 Gewdhnliche Differentialgleichungen

Man sieht sofort, dass

oG oG

%(aj,y) =0 und a—y(:n,y) =0 <<= (z,y) = (vs,Ys)-

Da G(x,y) daher nur einen Extremwert haben kann, folgt zusammen mit Satz 9.31 (ii),
dass es ein globales Maximum sein muss.

O]

Aus den Aussagen von Satz (9.31) konnen wir folgern, dass die Losungskurven (z(t), y(t)) von
(9.72) als Hohenlinien der Funktion G interpretiert werden kénnen. Da G genau ein Maximum
hat, also nur eine ,,Bergspitze* und keine ,,Nebengipfel“, miissen diese Hohenlinien geschlossene
Kurven rund um die Bergspitze sein. Wir kénnen also folgern, dass Fall ¢) eintritt, die Losungs-
kurven verlaufen auf geschlossenen Bahnen um den stationdren Punkt (zg, ys), die Falle a) und
b) kénnen nicht eintreten.

Yy ‘
I
I
I
|
Q
I
yma;i
Ys - l —————
Ymin | }
I
I
| ‘ |
| - |
s
Tmin Tmaz z

Abbildung 9.10: Losungskurven des Rauber-Beute Modells (9.69)

Die Interpretation ergibt also
(a) z(t) und y(t) schwanken periodisch.
(b) Auf ein Maximum von y(¢) folgt ein Minimum von z(t).
(c) Auf ein Minimum von z(t) folgt ein Minimum von y(t).
(d) Auf ein Minimum von y(¢) folgt ein Maximum von z(t).

(e) Auf ein Maximum von z(t) folgt ein Maximum y(t).
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9 Gewdhnliche Differentialgleichungen

Ist T > 0 die unbekannte Periode der Losungskurven z(t), y(t), so konnen die Mittelwerte z
und y berechnet werden:

1 ’ 1 ’
z = O/x(t)dt Y= O/y(t)dt.

Aus der 1. Gleichung von (9.72) folgt

M|
M|

(9.74)

J(t)

= (Inz(t))" = blys — y(t))
T

= (o (T)) ~ In(@(0)) =b [ (s~ y(t))dt
0

T
s (ysT _ / y(t)dt) . (9.75)
0

Wegen der Periodizitét ist z(T) = x(0), sodass Inz(T") — In2(0) = 0 ist und aus (9.75) folgt

1 T
%ZT!WW,

sodass aus (9.74) folgt, dass y = ys. Mit der 2. Gleichung von (9.72) zeigt man genauso, dass
T

= x,. Fiir jede Losungskurve des Rauber-Beute-Modells (9.72) folgt also, dass die Mittelwerte
Z,y der Beute- und Réauberpopulation gegeben sind durch

_ d _ a
T=1xs=— Y=1yYs = —.
c b
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